BACALAUREAT 2001
SESIUNEA SPECIALA

Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X2 — X + 2 cu radécinile 21, 2, x3 € C si polinomul g = X? — X + 1 cu radacinile

y1, Y2 € C.
a) Sa se determine céatul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Si se verifice ca y3 = y3 = —1.
c) Sa se arate cad numdarul @ = f(y1) + f(y2) este natural.
d) Sa se calculeze b = g(z1) + g(z2) + g(z3).
y 1 1 .
2. a) Sisearateci —— = — — pentru orice x > 0.
z(z+1) x x+4+1
1
Nota =—4+—+...+— (¥ N*.
otam cu s, 1_2+2.3+ +n-(n+1)7()n€
b) Sa te cd s, = ——, (V) n € N*.
) S4 se arate c& s, i M n
c) Sa se calculeze lim s,.
n—roo
d) Sa se calculeze lim s.

n—roo

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele B(-1,1)si A,(2n+1,3n—2), n € N.

a)
b)

c)

Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
S& se arate ca punctul A,, se afld pe dreapta AgA4;, (V) n € N.

Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul B si are aceeasi panta cu dreapta AgA;.

SUBIECTUL I1

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie

a)
b)

c)

2. Se considera functia f: R\{—-2} = R, f(z) =

a)
b)

)
d)

A
(]

definita prin zoy =z +y — 2.

S& se arate ¢ (xoy)oz=xzo(yoz), (V) z, y, z € R.
Sa se determine numaérul real e astfel incit xoe =eox ==z, (V) z € R.

S& se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

2 + 6x + 12
T+ 2

4
Sa se verifice identitatea f(z) =z +4+ L (V) = € R\{-2}.
T

1
S& se calculeze / f(z) dx.
0

Sa se calculeze f'(x), x € R\{—2}.

Sa se arate ca functia f are un punct de maxim, un punct de minim gi sa se determine coordonatele lor.

SUBIECTUL III

2 2 =2 1 00
Se considera matricele A= |4 4 —4|silz=(0 1 0
6 6 —6 0 0 1

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

b) Si se calculeze A%



c) Sa se verifice identitatea Is = (Is — A)(I5 + A).
d) S4 se arate ca matricea I3 — A este inversabild si sa i se calculeze inversa.

e) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca (Is + A)" = Is + nA, (V) n € N*.

SUBIECTUL IV

) Si se determine a, b, ¢ € R, pent ! @« L b uso
a) Si se determine a, b, c entru care = x> 0.
T P z+D)(z+2)(z+3) z+1 z+2 =x+3’
1

Se considera functia f: R = R, f(z) = T 3)~

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.
1
c) Sa se calculeze /7 de, x € R, a > 0.
et +a

d) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsd intre graficul functiei f, axa Oz si dreptele de ecuatii x = 0 si
=1

T—r00

e) Fie functia F: R = R, F(x) = / f(t) dt. Sa se calculeze lim F(x).
0



SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilurile matematica-fizica, informatica si metrologie

SUBIECTUL I

1. a) Si se verifice identitatea (x —y)2 + (y — 2)2 + (z —2)? = 2(2® + 32 + 22 — 2y —yz — z2), (V) 2, y, z € R.
b) Si se arate ca dacd 22 +y*> + 22 =ay +yz + 2z, 7, ¥, 2 € R, atunci x = y = 2.
c) Si se rezolve ecuatia 4% + 92 + 25% = 6% + 10% + 15%, x € R.

2. Se considera functia f : R = R, f(z) = (x + 1)e™?.
a) Sa& se calculeze f'(z), x € R.

b) Sai se studieze semnul functiei f.

c) Sasearate ca f(z) <1, (V) z €R.

1
d) Sise calculeze/ f(z) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctul A(1,1) si dreapta d : 5z + 12y +9 = 0.
a) S4 se calculeze distanta de la punctul A la dreapta d.

b) Sa se scrie ecuatia cercului € cu centrul in A gi care este tangent dreptei d.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A gi este perpendiculard pe dreapta d.

SUBIECTUL I1

1. In inelul Zg[X], se considerii polinomul f = X3 — X. Notiim cu A C Zg multimea riidicinilor polinomului f.
a) Sa se verifice cd A = Zg.

b) S& se giseascd un polinom nenul g € Zg[X], g # +f, care si aibd mai multe radacini decit gradul sau.
Notim cu Sy = 1F + 2% 4+ 3% 4 4k + 5% | e N*.

c) Sa se calculeze S7 si Ss.

d) S se arate ca Sy € {1,3}, (V) k € N*.

3 T
2. Se considera functiile f, FF: R — R, f(z) = 2l si F(x) = / f(t) dt.
33 0
x
a ifice c& =r— —— R.
a) Sa se verifice cd f(z) =z ol (V) z €
b) Si se determine F(x), € R.
F

c) Sa se calculeze lim (z)

200 ;Uf(x)

SUBIECTUL II1

Se considera multimea G = (0,00) X R pe care se definegte legea de compozitie ”o” prin
(a1,71) o (ag, x2) = (a1a2, a172 + az1).
a) Sa se arate ca ((a1,21) o (ag,x2)) o (as,x3) = (a1, 1) o ((az, x2) o (as, z3)), (V) (a1,x1), (a2, x2), (as,z3) € G.

b) Sa se verifice c& (a,x) o (1,0) = (1,0) o (a,z) = (a, ), (V) (a,z) € G.

¢) Si se verifice ci (a,) o (1,_””) _ (1,_”3) o (a,2) = (1,0), (V) (a,) € G.

a a



d) Sa se gaseasca doud elemente (a1, 1) si (ag, z2) din multimea G pentru care (a1, x1)o(ag, x2) # (a2, z2)o(ar, x1).

e) Sise demonstreze cd (V) (a,2) € G si (V) n € N*, exista (u, v) € G astfel incét (u,v) o (u,v) o...0 (u,v) = (a,z).

de n ori (u,v)

SUBIECTUL IV

Se considera numerele reale a1, ag, ..., a, si functiile f, F: R - R, f(x) = aj cosz + ag cos2x + ... + a, cosnx si

F(m):alsinaﬁ—&-%sin2x+...+a—nsinm€, unden € N, n > 2.
n

a) S4& se arate cd functia F' este o primitiva a functiei f pe R.

b) S& se verifice ¢ functia F'(kmr) =0, (V) k € Z.

c) Si se arate cd daci f(x) >0, (V) z € R, atunci F(z) =0, (V) z € R.
d) Si se arate cd dacd F(z) =0, (V) z € R, atunci f(z) =0, (V) z € R.

2
Notam cu J(p,q) = / cos pz cos gz dz, (V) p, ¢ € N*.
0

e) Utilizand formula 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b), (V) a, b € R, s& se arate ca

J(prq) = 0, dacap#q,p,qe N
PUZr, Wpen

f) S& se demonstreze ca dacd f(x) >0, (V) z € R, atunci a; = a2 = ... =a, = 0.



Varianta 2

SUBIECTUL 1

1 -1 1 2 =2

S . 1 . -1 1 2 =2

1. Se considerd matricele X = [ |, ¥ = (-1 1 2 -2)sid= 11 9 9
1 -1 1 2 =2

a) S4 se calculeze XY — A.
b) Sai se calculeze determinantul si rangul matricei A.

c) Si se calculeze A%
2. Se considera functia f: R = R, f(z) =1 — 23

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
b) Si se arate ca functia f este bijectiva.

c) S& se arate cd existd un numér real unic ¢, astfel incat f(c) = c.
3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considerd punctele A(1,1), B(2,0), C(3,—1) sidreaptad : x—y = 0.

a) S4i se scrie ecuatia dreptei AB.
b) Sai se arate ca punctele A, B si C' sunt coliniare.

c) Sa se calculeze distanta de la punctul C la dreapta d.

SUBIECTUL II

1. Se considera polinoamele f = X* 4+ X3 + X2 + X 4 1 cu radacinile z1, 29, 73, 24 €Csig= X> + X? + X + 1
cu radacinile y1, y2, y3 € C.

a) Sa se determine céatul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Sa se determine y1, y2 $i ys3.

c) S& se arate cd numdarul a = g(z1)g(x2)g(z3)g(x4) este natural.

d) Sase arate ca f(x) >0, (V) z € R.

2. Se considera functia f: R = R, f(x) =3% + a* —4* — 6%, unde ¢ > 0, a € R.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.
b) Si se calculeze f(0) si f(0).
c) Sa se determine a > 0 astfel incat f(z) >0, (V) z € R.

1
d) Pentru a =8, sa se calculeze / f(z) dz.
0

SUBIECTUL III

Se considerd o functie f: Q — Q, cu proprietatea f(z +y) = f(z) + f(y), (V) =, y € Q.
a) S& se arate ca f(0) = 0.
b) S& arate ca f(—x) = —f(z), (V) z € Q.
c) Si se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ci
fli+ze+ ...+ xzp) = flz) + f(z2) + ...+ f(zn), (V) n €N siz1,22,...,2, €Q.
d) S& se deduci egalitatea f(nz) =nf(z), (V) z € Q, (V) n € N.
e) Notam a = f(1), a € Q. Sa se arate ca f(z) = az, (V) z € Q.

f) Sase demonstreze ca daca (H,+) este subgrup al grupului (Q, +) si este izomorf cu grupul (Q, +), atunci H = Q.



SUBIECTUL IV

Se considera functiile f : (0,00) = R, f(x) = z cos T sig: [0, z} — R, g(z) = cosx + zsinzx.
x

2
< 71'

Sa se calculeze ¢'(x), x € [O, 5]

S& se calculeze f'(z), x € (0,00).

S& se verifice cd ¢'(z) > 0, (V) z € (0, g)

Sa se arate cd g(x) > 1, (V) z € (O7 g)

Utilizand teorema lui Lagrange pentru functia f, si se demonstreze inegalitatea f(z + 1) — f(z) > 1, (V) z > 2.
Sa se arate cd f(n) >n—2, (V) n > 3.

Sa se calculeze lim fO+f@+...+ f(n)

n—00 n2




Varianta 3

SUBIECTUL I
1. Se considera polinomul f = X% —6X3 4+ 13X2 — 12X + 5.
a) Si se verifice ca f = (X —1)3(X —2)2 + 1.
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.

¢) Si se demonstreze c& polinomul f nu se poate descompune in produs de doud polinoame neconstante cu
coeficienti Intregi.

2 1
2. Se considera functia g : R = R, g(z) = %
x

a) Sa se calculeze ¢'(z), = € R.

b) Sai se determine asimptotele la graficul functiei g.

c) Sa se calculeze /g(m) dz, z € R.

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(6,0), B(0,6), C(12,12).

a) Sa se determine aria triunghiului ABC.
b) Sai se determine coordonatele punctului M (u,v), astfel incit MA = MB = MC.

c) Sa se scrie ecuatia cercului care trece prin punctele A, B si C.

SUBIECTUL II

1. Se consideri polinoamele cu coeficienti in corpul Zs, f = X3 +2X si g = X° + 2X.

a) Si se determine rad&cinile polinomului f.

b) Sa se determine catul gi restul impartirii polinomului g la polinomul f.

¢) Notam cu z1, x5 si 3 € Z3 radicinile polinomului f. Si se calculeze S = 23 + 23 + 3 §i T = 23 + 25 + 3.
2. Se considera functia f : (0,00) = (0,00), f(z) =ln(x +1) —Inx.

a) Si se calculeze f'(z), x € (0,00).

b) Si se calculeze nh—>néo f@)+ {11((2722':' 1) + f(n)

c) Sa se demonstreze ca functia f este bijectiva.

d) Notam cu g inversa functiei f. S& se calculeze ¢'(In 2).

SUBIECTUL III

Se considera numerele reale distincte a, b, ¢, d, functiile f : R = R, g : R — R definite prin f(z) = (z — a)(x —
1 1 1 1
c d

(=)

b)(x —¢)(z — d), g(x) = 23 + z + 1 gi determinantul A = ;2 B2

2
a® b A d

SH
@

1 1 1
a) Sdverificeca |z y z|=(@y—-z)(z—z)(z—y), (V) x,y, z€R.
22 2 22

b) Sa arate cda A= (b—a)(c—a)(d—a)(c—Db)(d—b)(d—c).
c) Sa se verifice ca f'(a) = (a — b)(a — ¢)(a — d).
1 1 1 1

N . d < <
d) Se considerd determinantul A = 2 b2 2 21 Sa se arate ca A = A.



g(a) n g(b) N g(c) | g(d)

IORZORICRR G

e) Dezvoltand determinantul A dupé ultima linie, s& se arate ci

SUBIECTUL 1V

2?2 23 ot

Se considerd functia f : R = R, f(z) =€ —1—2 — ETRETIRT

a) Si se calculeze f'(z), fP(x), fO®)(x), f® ().
b) Si se calculeze f/(0), f@(0), F®(0), £*(0).
f(x)

c) Sa se calculeze lim ——-
x—0 J,‘5

d) Si se arate ca f'(x) >0, (V) z € R.
e) Si se deduci inegalitatea f(x) <0, (V) z < 0.

f)  Se considerd functia g : R — R, g(z) = e~ . S& se demonstreze c& aria suprafetei cuprinsd intre graficul functiei
g, axa Oz gi dreptele de ecuatii = 0 gi © = 1 este un numar din intervalul (0, 74;0, 75).



Varianta 4

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X3 — X 4 3, cu radicinile 21, 22, 3 € C &i polinomul g = X2 4+ X + 1, cu radicinile
Y1, y2 € C.
a) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Si se verifice ca y3 = y5 = 1.
c) Sa se arate cd numdarul a = f(y1) + f(y2) este natural.
d) S4 se calculeze b = g(x1) + g(x2) + g(z3).

2x
x2+1

2. Se considera functia f: R = R, f(z) =

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
c) Sase calculeze/ f(z) dx.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(3,0), B(0,4), C(3,4).
a) Sa se determine aria triunghiului ABC.

b) Si se determine perimetrul triunghiului ABC.

c) Sa se demonstreze cé triunghiul ABC este dreptunghic.

SUBIECTUL I1

1. Se considers binomul a = (v/2 + v/3)'0°.

a) S& se determine numaérul de termeni rationali din dezvoltarea binomului. Notdm cu S suma termenilor
rationali si cu T" suma termenilor irationali ai binomului.

b) Si se arate cia S — T = (v/2 — /3)100.

c) Sasearateca S >T.

1

d) Sisearateca S—T < T

2. Se considera functia f: R — R, definitd prin f(x) = / ot dt.
0

a) Si se arate cd f(—z) = —f(z), (V) z € R.
b) Si se calculeze f'(z), z € R.

c) S4 se calculeze lim f(z).
T—00

SUBIECTUL II1

1 1000 -1 2 -1 -2

S . |1 _ L _~]lo1r 00} ., |-12 -1 =2

Se considera matricele X = e Y =(1 2 -1 =2), I, = 00 1 of® A= 1 92 -1 -2
1 0 0 01 -1 2 -1 -2

Definim B = aA + 14, unde a € R.
a) S4& se calculeze matricea XY — A.
b) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.
c) Si se calculeze A2.

d) Si se verifice ca 2B — B? = I,.



e) Si se arate cd B este inversabild, (V) a € R i sa se calculeze inversa sa.

f) S& se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, cd B™ = Iy + naA, (V) n € N* g (V) a € R.

SUBIECTUL IV

3 5 2n—1

Se considerd numarul real a € (0,1] si sirurile (zn)n>1, (In)n>1, Tn = a — — + — + ... + (=1)"7! a

375 m—1 %

a xZn
= -2 a .
/0 L, (V) neN

a) S& se demonstreze identitatea

14 (1) 1tg2n

1— 2 4 _lnfl 2n—2 _
4zt 4.+ ()" 522

,(V)neN", (V)z eR.

b) Integrand identitatea de la punctul a), si se arate ci z,, = arctg a + (=1)""11,,, (V) n € N*, a € (0,1].

2n

<z?" (V) z €R, (V) n € N*.

c) S&searate ca 0 < T 5 <

+x

d) Sasearate ca lim I, =0gi lim x, = arctg a.
n—oo n—oo

. 4 4 (—1)"4
& lcul 1 4— -+ —-4... .
e) SasecacuezenL%( 3+5+ +2n+1)

10



Varianta 5

SUBIECTUL I

a . o . . ca e (1.2 3 4 5\. (1 2 3
1. Inmultimea permutarilor cu cinci elemente S se considera permutarile o = <2 3 4 5 1) SiT= (3 45
a) Sa se determine numarul de inversiuni ale permutarii o.
b) Si se determine 771,
c) Sa se rezolve in S5 ecuatia 70 = 0.
2 1 1 1
2. a) Sa se verifice identitatea {L’z(zijil)z = ﬁ — m, (\V/) x> 0.
y 3 5 2n + 1 . o 9 n? + 2n .
b) Notamcuanzm+ﬂ+...+m,nel\l . Sasearatecaan:m, (V) n € N*.
c) Sa se calculeze lim ay,.
n—oo

2

d) S4 se calculeze lim (a,)"
n—oo

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctele A, (2n,3n +2), n € N.
a) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Si se arate cd punctul 4, se afld pe dreapta AgA1, (V) n € N.

c) Sa se arate cd lungimea segmentului A, A,;1 n € N, nu depinde de n.

SUBIECTUL I1

1. Se considera polinoamele cu coeficienti in Zs, f = aX + b sig=X%+X341.

a) Si se verifice ci pentru orice a € Zs, avem a® = a.

b) Si se arate ca (f(X))? = f(X3).

c) Sdsearatecd X2+ X +1=(X+2)%

d) Sa se descompund polinomul ¢ in factori ireductibili, in inelul Z3[X].
2. Se considera functia f: R — R, f(z) = arctg(z + 2) — arctg z.

a) Si se calculeze f/(z), x € R.
b) Si se arate cid © = —1 este punct de maxim local pentru functia f.

c) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
d) Sise calculeze/ f(z) de.
0

SUBIECTUL II1

r+2y+32=0
Se considera sistemul ¢ 5z + 3y + 2z =0 si matricele I3 =
z+3y+52=0

703

OO =
o = O
— O O
Il
o O O
o O O
o O O

sistemului.
a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.
b) S& se rezolve sistemul.
c) Sa se gaseasca o matrice B € .#3(R), B # O3, astfel incat AB = Os.
d) Si se arate ca A" # I3, (V) n € N*.

e) Si se arate ci det (A + 1I3> #0, (V) ne N, n>2.
n

11

4
1

. Notam cu A matricea

5
2

)



SUBIECTUL IV

Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = 2%, unde ¢ € R.
a) Sd se calculeze f'(z), z € R.

b) Folosind teorema lui Lagrange, sd se arate ca existd c(a), care depinde de a, c(a) € (2,3) si d(a), care depinde
de a, d(a) € (4,5), astfel incat sd avem 3% — 2% = a(c(a))*~ ! si 5% — 4% = a(d(a))*~ L.

c) Si se arate ci pentru orice functii g : R — (2,3) si h: R — (4,5), ecuatia 2(g(2))*~! = z(h(z))*~! are numai
solutiile x =0 gi z = 1.

d) S4 se rezolve ecuatia 3* + 4% = 2% + 5% a € R.
e) Si se demonstreze cd 3% + 4% > 2% + 5%, (V) = € (0,1).
3 1 4

2
f) Sased t 524 2 5
) Sa se demonstreze ci 3 + VRN + —

12



SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1
Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie si militar real
SUBIECTUL I

1. Se considera determinantul d = ,a,b ceC.

>0 9
o o
2 o0

a) Dezvoltand determinantul d, si se arate cd d = a® + b3 + ¢® — 3abe.
b) Utilizand proprietitile determinantilor, s& se arate cd d = (a + b+ ¢)(a? + b* + ¢® — ab — bc — ca).
c) Sa se demonstreze identitatea a? + b? 4 ¢ — ab — be — ca = % ((a=b)2+ (b—c)* + (c—a)?).
d) Sa se rezolve ecuatia 8% 4+ 277 + 1257 = 3- 30", € R.
2. Se considera functia f: R — R, f(x) = arctg « + arcctg «.

a) Sa se calculeze f(0).
b) Si se calculeze f'(z), z € R.

1
c) Sase calculeze/ f(z) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,1), B(2,2) i C(—2,4).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.
b) Sa se calculeze panta dreptei BC.

c) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

SUBIECTUL II
1. Se considera sirul (a,)n>1, definit prin a, =2n — 1, (V) n € N*.
a) Sa se arate cd sirul (ay,),>1 formeaza o progresie aritmetica si sa se calculeze ratia progresiei.
b) Sa se determine valoarea numarului natural n pentru care a1 +as + ...+ a, = 20012.
c) S& se verifice cd sirul (by,)n>1, by = 2%, (V) n € N*, formeazd o progresie geometrica.

d) Si se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ca a,, < by, (V) n € N*.
11422 4. +n-nl
(n+1)!

a) S4& se verifice identitatea k- k! = (k +1)! — k!, (V) k € N.
b) Sisearatecal-114+2-21+...4+n-nl=Mn+1)!-1, (V) n € N~

c) Sa se calculeze lim a,,.
n—oo

, (¥) n e N*.

2. Se considera sirul (ay,)nen+, an =

d) S se calculeze lim a{"*'.
n—oo

SUBIECTUL II1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin x o y = 2zy — 22 — 2y + 3.
a) Saseverifice cR zoy=2(x—1)(y—1)+1, (V) 2,y € R.
b) Si se arate cd (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z, vy, z €R.

c) Saseverificecizol=10cx=1, (V) zeR.
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d) Sa se stabileasca dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

e) Si se rezolve ecuatia rozozoxox =1, x € R.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: (0,00) = R, f(z) =2 —elnzx.
a) Si se calculeze f'(z), z € (0,0).
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
c) Sase arate ca f(z) >0, (V) = € (0,00).
d) Si se deduci inegalitatea e* > z°, (V) z € (0, 00).
et1

e) Si se demonstreze cd e* > 1

+1, (V) z € (0,00).

14



Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Se considerd polinomul f = X3 —3X + 2.

a) Si se determine catul si restul impéartirii polinomului f la polinomul X — 1.
b) S& se rezolve In multimea numerelor complexe ecuatia f(x) = 0.

c) Sa se rezolve ecuatia (logg z)® —logg 2® +2 =0, x > 0.

2. S iders sirul cu t 1 1 2-1 31 Wl N2t ia f:R =R
. Se considerd sirul cu termenul general a,, = : e ,n ,n > unctia f : ,
et st 8 2541 341 nd+ 1 3 funey
flx)=2?—x+1.
31 -1 1
a) Sa& se verifice identitatea 23 1 2—1— 1 f(;(;—) )7 (V) z # -1
2(n? 1
b) Si se arate cd a, = w7 (V) n € N*.
3n(n+1)
c) Sa se calculeze lim a,,.
n—oo

2
3a,\"
d) Sa se calculeze lim (;) .

n—o0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(2,1), B(—1,-2) si C(-1,1).

a) S4 se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se calculeze panta dreptei AC.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

SUBIECTUL I1

—> D>
D> —i>

> >
> O
N———

Jan

1. In multimea .#(Zs) se considersi matricele A = (

a) Sa se calculeze determinantul matricei A.
b) Si se calculeze A% gi A*.
c) S& se determine o matrice B € .#5(Zs) pentru care AB = BA = I.

d) Si se calculeze A200L,
2. Se considera functia f: R — R, f(x) = ax — sinx, unde a este parametru real.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.
b) Si se calculeze f(0) si f/(0).
c) Pentru a > 1, sa se arate ca f(x) >0, (V) = > 0.

1
d) S4i se arate ca / sin(z?) dx <
0

SUBIECTUL III

Se considera multimea de numere reale M = {a + bv/2|a,b € Q si a? —2b> = 1}.
a) S4 se arate cd daca a+bvV/2=c+dv2cua,b, c,deQ, atunci a =csi b= d.
b) Sa& verifice ca 1 € M.

c) S& se arate c& M este parte stabila In raport cu inmultirea numerelor reale.

1
d) Sa se arate ca dacd z € M, atunci z # 0 si — € M.
z
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1
e) Sa se giseascd un element z € M astfel incat 0 < z < 0

SUBIECTUL IV

1 1
1 n
Se considera sirul (I,)n>0, definit prin Iy = /0 poa de ¢ I, = /0 J:QL—H dx, n € N*
a) Sa se calculeze I si I.

1
b) Sa se verifice relatia I, 4o + I, = ——, n € N*.
n+1

c) Sasearate ca I, > I,11, (V) n € N*.

1 1
d) Sa se deduci inegalitatile m <I, < m, M)neN, n>2.

e) Si se calculeze lim nl,.
n— oo

1
f) S4a se calculeze lim (n[n — 2) Inn.

n— oo
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X% — X + 1 cu radicinile x1, 2o, 3, 24 € C.

y o , 1\’ 1\? 1
a) Si se verifice ca f(X)= (X -5 + X_5 _|_§.
b) Si se arate cd f(z) > %, (V) z e R.

c) Sa se arate cd polinomul f nu are radacini reale.

d) Sise calculeze S = z1 + 29 + 23 + 24 51 T = 23 + 23 + 2% + 23
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = (x — 1)e”.

a) Si se calculeze f/(z), x € R.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Sa se deducd inegalitatea f(xz) > —1, (V) z € R.

1
d) Sise calculeze/ f(z) dz.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,0), B(0,1) si C(-1,0).

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) S4 se scrie ecuatia dreptei AB.

c) Sa se verifice cd OA = OB = OC, unde O(0,0) este originea sistemului de coordonate.

SUBIECTUL I1

1. Se considera matricea A = (f :g)

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.
b) Si se calculeze A2

c) Sise arate ci A+ 2A4% + ... +200142%! = 1001A.

322 +3zx+1 1 1
2. a) S4 se verifice identitatea 4;(: +x1—)|—3 :E_i(x+1)3’ (V) z > 0.
. 3-1243-1+1 3-2243-2+1 3-n2+3-n+1 .
Notamcuan: 13'23 + 23.33 —&——&-W,HEN
1)3 -1
b) Si se arate ca a,, = %, (V) n e N*.
n
c) Sa se calculeze lim a,,.
n—oo

. 3
d) Sa se calculeze lim a .
n—oo

SUBIECTUL III

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin x o y = 2zy + 6x + 6y + 15.
a) Sa se verificeca zoy =2(x+3)(y+3) -3, (V) z,y € R.
b) Si se arate ca (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z,y, z€R.
c) Sase verifice cd v o (=3) = (=3)ox =-3, (V) z € R.
d) Sise arate ca (—15)o(—14)o...00010...014015 < —1.
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e) Sa se stabileasca dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

SUBIECTUL IV

1 1
Se considera functia f: R — R, f(z) = arctg = si sirul (ap)nens, an = o2 + o2 +...+ T2 n € N*,
a) S4 se calculeze f'(z), x € R.
b) S se arate ca functia f’ este strict descrescitoare pe intervalul [0, 00).
1 1
c) Aplicand teorema lui Lagrange, si se arate ca TTHETIe < arctg(k + 1) —arctg k < T (V) ke N.

d) S4 se arate ca girul (a,)nen+ este strict crescétor.

e) Utilizdnd rezultatul de la punctul ¢), si se arate ca a, < g, (V) n e N*.

18



1.

a)
b)
<)
d)
e)

Varianta 4

SUBIECTUL I

Se considera functia f : R — R, f(x) = 2% — 22 + m, unde m este un parametru real.

a) Si se determine punctul de minim gi valoarea minima a functiei f.
b) Si se determine valorile lui m pentru care f(z) > 2, (V) z € R.

c) Pentru m =1, s§ se rezolve ecuatia (f o f)(z) = 0.

2z +1 1 1

a) Sa se verifice identitatea W = ? — m, (V) x> 0.
. 3 5 2n+1 "
Notamcuanzw+ﬂ+...+m,nel\l .
2
2
b) Si se arate cd a, = %, (V) n e N*.
c) Sa se calculeze lim a,.
n—roo

2
d) Sa se calculeze lim aj, .
n—roo

In sistemul cartezian de coordonate Oy se considers punctele A(0,1), B(2,2), C(0,4).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.
b) Si se determine panta dreptei AB.

c) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

SUBIECTUL I1

Se considera polinomul f = X3 —3X + 1.
a) Si se calculeze f(—2), f(0), f(1) si f(2).

b) Sa se arate ca polinomul f are toate radécinile reale.

c) Sa se demonstreze cd radacinile polinomului f sunt numere irationale.
Se considera functia f: R — R, f(z) = 2 — axz — 1, unde a este parametru real.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.
b) Si se calculeze f(0) si f(0).
c) Sa se determine valorile lui a pentru care f(x) >0, (V) z € R.

1

In2
d) Sa se deduci inegalitatea / 27" dr > 1+ HT
0

SUBIECTUL III

In multimea .#5(R) se considera matricele Iy = (é ?), A= (;1 _3), precum gi submultimea
G={X(a)|a eRsi X(a) =1+ aA}.

Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

Sa se calculeze A2,

Sa se arate ca I, € G.

S& se demonstreze ca X (a) - X(b) = X(a+ b+ ab), (V) a, b € R.
S& se demonstreze cid X (1) - X(2)-...- X(2001) = X(2002! — 1).
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SUBIECTUL IV

1 1
1
S idera sirul (I,)n>0 definit prin Iy = dr ¢ I, =
e considera sirul (I,,)n>0 definit prin Iy /0 %213 T sl /0

Sa se calculeze Iy si I7.

Sa se arate ca 21,41 + 3[, = (V) n € N*.

n+1’
Daci z € [0,1], sd se arate ca z" > 2" ! (V) n € N*.

S& se arate c& I, > I,,11, (V) n € N*

1
Sa se deduca inegalitatile m 5n

Sa se calculeze lim nl,.
n— 00

20

xn

2+ 3

dz, (V) n € N*,



Varianta 5

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X3 +4X? — 20X — 48.

a) S4 se calculeze f(—2).

b) Sa se rezolve ecuatia f(x) =0, z € C.

c) Sa se rezolve ecuatia 8 +4-47 —20-2* —48 =0, z € R.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) =e® —x — 1.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Sa se deduca inegalitatea f(x) >0, (V) z € R.

~

[SCN )

1
2
d) S4 se arate cé/ e ™ dx >
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctele A, (n,n?), n € N.

a) Sa se determine coordonatele punctelor Ay, A, As.
b) Si se calculeze perimetrul triunghiului AgA; As.

c) Sa se determine panta dreptei A7As.

SUBIECTUL II

1. In multimea .#(Z) se considers submultimea G = { <_ab 2)

a,bGZ}.

a) Sa& se verifice ca I = ((1) (1)> e€q.

b) Si se arate ca dacd A, B € G, atunci A- B € G.

0 0
d) Si se arate ca dacd A € G si det(A4) = 1, atunci A? = I,.

2. Se considera functia f: R = R, f(z) = Mm

c) S& se arate cd dacid A € G si rang(A) < 2, atunci A = (0 O).

b
a) S4 se determine a, b € R, pentru care e 1)x(x vy = i 1 + Pl (V) z > 0.

b) Sai se calculeze /L dz, unde z € R, a € R*.
x2 + o?

c) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre graficul functiei f si dreptele de ecuatii z =0 gi = = 1.

SUBIECTUL III
Se considers polinomul f = (X + 1)?"*! + (X — 1)?"*! n € N*, cu forma algebricd f = ag,+1X%"tag, X?" +
...+ a1X + ag si cu radacinile z1, x3a, ..., Top41 € C.
a) Sa se calculeze ag.
b) Sa se determine suma coeficientilor polinomului f.
c) S4& se calculeze agy, $i agp—1-

d) Sasecalculeze S =x1+ a2+ ...+ Toppr i T =af + 23+ ... + 13,

Consideram z = a + ib o radacina complexa a polinomului f, unde a, b € R.
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e) Sise arate cd |a+ 1+ db| = Ja —1+14b|.

f) S& se arate ca a = 0.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: R\{1} = R, f(z) =

a)
b)
c)
d)

e)

73

(e 1)

3 1
Sa se verifice ca f(z) =z +2+ +
x

Lt o (V) z € R\{1}.

Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1 >(”) _ ((—1)%!

Sa se demonstreze, folosind metoda inductiei matematice, ca (
T —a

Sa se calculeze (" (x), 2 # 1, n €N, n > 2.

n—oo N2

1 n
Sa se calculeze lim —/ f(x) du.
2

22

x —aq)ntl’

(V) n e N*siz # a.



SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilurile industrial, agricol, silvic si sportiv real

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X3 — X 4 1, cu ridécinile 21, g, 3 € C si polinomul g = X2 4+ X + 1, cu radécinile
Y1, y2 € C.
a) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Si se verifice ca y3 = y5 = 1.
c) Sa se arate ca numarul @ = f(y1) + f(y2) este natural.

d) Sa se calculeze b = g(x1) + g(x2) + g(z3).
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = e* — x.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
c) Sa se deduca inegalitatea f(x) > 1, (V) z € R.

4

1
d) Sa se arate cé/ e du > 3
0

3. In sistemul cartezian de coordonate Oy se consideri punctele A(1,1), B(—1,-1) si C(1,-1).

a) Sa se calculeze panta dreptei AB.
b) S& se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.

SUBIECTUL I1

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definiti prin z oy = = + y + /2.

a) S4 se arate cd S& se arate ci (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z, y, z € R.

b) S& se determine numarul real e astfel incit xoe=eox =z, (V) v € R.

7 AP
o

c) Sa se precizeze dacd multimea R\Q este parte stabild in raport cu legea . Justificati raspunsul.

322 43z+1 1 1
2. a) S3 se verifice identitatea%:x—g—m, (V) x>0
Notim 3~12+3'1+1Jr3~22+3~2+1+ +3«n2+3«n+1 -
m cu a, = it ——————n .
13 .93 23 .33 n3-(n+1)3
1)3—1
b) S4i se arate ci a, = %, (V) n e N*.
n

c) Sa se calculeze lim a,.
n— oo

v . 3
d) Sa se calculeze lim aj, .
n—oo

SUBIECTUL III

11 -1 1 00
Se considera matricele A= |2 2 —-2|sils=(0 1 0
3 3 -3 0 0 1

a) S4 se calculeze determinantul gi rangul matricei A.
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b) Si se calculeze A%
c) Sa se verifice identitatea Is = (Is — A)(I5 + A).
d) S4a se arate ca matricea I3 — A este inversabild si sa se calculeze inversa ei.

e) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca (Is + A)™ = Is + nA, (V) n € N*.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R — R, f(z) = = — arctg «.
a) Sa se calculeze f'(z), x € R.
b) S& se calculeze f(0) si f/(0).
c) Sa& se arate ca functia f este strict cresciatoare pe R.

d) Sa se determine asimptota la ramura spre +o0o a graficului functiei f.

1 x
e) Si se calculeze lim —/ f(t) de.
0

T—r 00 xz
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Varianta 2

SUBIECTUL I
1. Se considers ecuatia £2 — ma +m — 1 = 0, unde m este un parametru real.

a) Sa se determine m astfel incat ecuatia sa aiba radacini reale.
b) Sa se determine m astfel incat ecuatia sd aiba radacini opuse.

c) Sa se determine m astfel incat ecuatia s aibd rad&cini inverse.
2. Se considera functia f : R — R, f(z) = (z + 1)* — z*.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.
b) Si se arate ca functia f este strict crescitoare pe R.

c) Sa se determine punctul de inflexiune al graficului functiei f.

1
d) Sise calculeze/ f(z) dx.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considerii punctele A(1,1), B(3,3) i C(—1,2).

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sai se calculeze panta dreptei AB.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul C' gi are aceeagi pantd cu dreapta AB.

SUBIECTUL I1

r+y+z2=3
1. Se considera sistemul ¢ z + 2y +32z=6 . Notam cu A matricea sistemului.
z+3y+52=9

a) S4 se calculeze determinantul si rangul matricei A.
b) Si se arate ci sistemul este compatibil nedeterminat.

c) Si se determine acele solutii (x,y, 2) ale sistemului pentru care z? + y? + 22 = 3.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) = 3* — az — 1, unde a este parametru real.

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
b) Si se calculeze f(0) si f/(0).
c) S4 se determine a € R, pentru care f(z) >0, (V) z € R.

SUBIECTUL II1

In multimea .#5(R) se considera matricele Iy = <(1) (1)>, A= (_21 _21>, precum si submultimea
G={X(a)|aeRsi X(a) =1+ aA}.

a) Si se calculeze A2.

b) Sa se verifice c& I € G.

c) S& se demonstreze ca X (a) - X(b) = X(a+ b+ ab), (V) a, b € R.

d) S4 se verifice c& X(a) - X(—1) = X(-1), (V) a € R.

e) S se determine numarul ¢ € R pentru care X (—100) - X(—99) - ... X(99) - X(100) = X (¥).

SUBIECTUL IV

3 3 5
Se considera functiile f,g: R = R, f(z) = arctg x — x + % si g(x) = arctg x — x + % — %
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S& se calculeze f'(z) si ¢'(z), z € R.

Sa se calculeze f(0) si g(0)

S& se arate cd f'(z) > 0si¢'(z) <0, (V) z € R.
Sa se arate ca f(z) > 04l g(z) <0, (V) x > 0.

31

9 1
Sa se demonstreze ca = < / arctg(x?) dr < —-
0
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X2 +aX + b, cu a si b parametri reali.

a) S& se determine a si b, stiind c& polinomul f se divide cu X + 1 si ca f(1) = 4.
b) Pentru a =1 gi b =2 si se rezolve ecuatia f(z) =0, z € C.
c) Pentru a =1 gi b =2 si se rezolve inecuatia f(z) <0, z € R.

2

22+1
a) Sa se verifice ca f(—z) = f(x), (V) v € R.

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

2. Se considera functia f: R = R, f(z) =

1
c) Sase calculeze/ f(z) dx.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerii punctele A(0,3), B(3,0) si C(4,4).

a) S4 se calculeze panta dreptei AC.
b) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

SUBIECTUL II

1. Se considera matricea A = (? g)

a) Si se verifice cd A% = 5A.
b) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ci A™ = 5”7t A, (V) n € N*.

c) Si se arate ci matricea A — A% + A3 + ... + (—1)?2 A0 are toate elementele strict negative.
1
2. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = arctg = + arctg—-
x

a) Sd se calculeze f(1).
b) Sa se calculeze f'(x), x € (0, 00).

c) Sa se calculeze ILm f(x).

SUBIECTUL II1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0” definita prin xoy = zy + = + y.
a) Saseverificecazoy=(r+1)(y+1)—1, (V) z,y €R.
b) S& se arate ca (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z,y, z€R.
c) Saseverificeci zo(—1)=(-1)ox=-1, (V) z €R.
d) Sa se stabileascd daci multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

e) Si se rezolve ecuatia roxoxox = —1.

SUBIECTUL IV

Se considera functiile f,, : R = R, fo(z) =1 si foyi(x) = / fa(t) dt, (V) v € Rsi (V) n € N*.
2

a) Sasearate cd fi(z) =2 -2, (V) x € R.
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—92)2
Sa se verifice ca fo(x) = (@ 51 ) , (V) z € R.

_9)n
Sa se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca f,(z) = u, (V) z € Rsi (V) n € N-.
n!

Sa se calculeze nh_)rréo fn(100).
foB)+HB) + .-+ fa(3)

Sa se calculeze lim .
n—o0 n
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Varianta 4

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X3 + X + m, unde m este un parametru real.

a) Si se determine numaérul real m, stiind ca polinomul f se divide cu polinomul X + 1.
b) Pentru m = 2 sa se rezolve ecuatia f(x) =0, z € C.

c) Pentru m = 2, s§ se rezolve inecuatia f(x) <0, z € R.
2. Se considerd functia f: (0,00) = R, f(z) =ln(x +2) —Inz

a) S4 se calculeze f'(z), x € (0, 00).
b) Si se arate cd f'(z) < 0si f(z) >0, (V) z > 0.

c) Sa se determine asimptota spre +oo la graficul functiei f.

d) Sase calculeze/ f(z) de.
1

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considers punctele An(n,n?), n € N.

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Sa se calculeze lungimea segmentului AgA;.

c) Sa se arate cd panta dreptei A, A, ;1 este un numar natural impar, (V) n € N.

SUBIECTUL 11

ar+y+z=1
1. Se considera sistemul ¢ z +ay + 3z =1 , unde a este parametru real.
r+y+az=1

a) S4 se calculeze determinantul matricei sistemului.
b) Sa se determine valorile lui a pentru care sistemul este compatibil determinat.

c) Sa se stabileascd daca sistemul este compatibil pentru a = —2. Justificati raspunsul.
1-1142-214+...+n-n!
(n+1)!

a) Sa se verifice identitatea k- k! = (K + 1)! — k!, (V) k e N.
b) Siasearatecal-1!14+2-214+...4+n-nl=(n+1)!-1, (V) n € N*

2. Se considera sirul (ay,)nent, an = , (V) n € N*.

c) Sa se calculeze lim ay,.
n—oo

d) Si se calculeze lim a{"*'.
n—oo

SUBIECTUL II1

Pe multimea numerelor reale se consideri legea de compozitie ”o” definitd prin z oy = z + y + /5.
a) S& se arate cd Sa se arate ca (roy)oz==xo(yoz), (V) z,y, z € R.
b) S& se determine numarul real e pentru care zoe =cecoxz =z, (V) x € R.
c) Si se rezolve ecuatia 2% 04® =6 + /5, z € R.
d) Sa se stabileascd dacd multimea R\Q este parte stabila in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

e) Se considers numarul a = v/5 0 (—2v/5) 0 (3v/5) 0... 0 (19v/5) o (—201/5). Si se arate c& 20 < a < 21.

29



a)
b)
c)
d)

e)

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: R — R, f(z) = = + 2*.

S& se calculeze f'(x), € R.

Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.

S& se calculeze f”(z), = € R.

Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

Sa se calculeze lim S+ f(2)2jz_ S f(”)
n— o0
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Varianta 5

SUBIECTUL I

1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2% — 22 + 2.

a) Si se arate cd f(z) > 1, (V) x € R.

b) Sa se rezolve ecuatia (f o f)(z) = f(x), x € R.

c) S& se giseascd un numdr irational a pentru care f(a) € Q.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) = 2 — arctg z.

a) Sa se calculeze f(0).

b) Si se calculeze f'(z), z € R.

c) Sase arate ca f(xz) >0, (V) z € R.

d) S4i se arate ca « > arctg z, (V) > 0.

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerii punctele Ap(4n—3,3n —2), n € N,

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Sa se calculeze lungimea segmentului AgA;.

c) S4 se arate cd panta dreptei A, A, 11 nu depinde de n, (V) n € N.

SUBIECTUL I1

1. Se considera matricea A = (_22 _11>

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

b) Si se calculeze A2.

c) Si se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ci A+22A4%+...+n?A" =

nn+1)2n+1)

(V) n € N*.
o 2141 2.2+41 2. n+1 .
2. Se considera sirul (ay,)nen+, an = 2.2 + 57 . 32 +...+ m, n € N*,
2k +1 1 1
a) Sa& se verifice identitatea kQ(k‘i—-::l)g =13 (CEIER (V) k e N*.
1
b) Si se arate ci a, =1 — CESER (V) n € N*.
c) Sa se calculeze lim a,.
n—oo
d) S4 se calculeze lim aZQ.
n—oo
SUBIECTUL II1
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin xroy = —zy —x —y — 2.

a) Saseverifice cRzoy=—(x+1)(y+1)—1, (V) z,y €R.
b) Sa se arate cd (xoy)oz==x0(yoz), (V) z,y, z€R.
c) Saseverificeci zo(—1)=(-1)oxz=-1, (V) z €R.
d) S se arate cd (—20) o (—19)o...00010...019020 < 0.

e) Sa se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabila in raport cu legea ”o”
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SUBIECTUL IV

1
Se considera functia f R — R, f(m) = m
Sa se determine a, b € R, pentru care L - + b
rmine a, , pentru car GiDEsy atl ar2

S& se calculeze f'(z), x € R.

S& se arate ca 0 < f(z) < %, (V) z € R.

1
Sa se calculeze / f(x) du.
0

Sa se determine asimptota spre 400 la graficul functiei f.

Sé se calculeze lim- (f(\ﬁ) +f(V2)+ ..+ f(\/ﬁ))
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SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilul pedagogic

SUBIECTUL I

1. Un autoturism A care consuma motorind este cu 40000000 lei mai scump decit un autoturism B care consuma
benzina. Un litru de benzina costa 15000 lei, iar un litru de motorina costa 13000 lei. Un autoturism A consuma
5 litri de motorina la 100 km, iar un autoturism B consuma 7 litri de benzina la 100 km.

a) S& se determine cat costa motorina consumata de autoturismul A la 100 km.
b) Si se determine cit costd benzina consumatéa de autoturismul B la 100 km.

c) Sa se afle dupa cati km pretul autoturismului A adunat cu costul motorinei consumate de el este acelasi cu
pretul autoturismului B adunat cu costul benzinei consumate de el.

2. Numarul 1000 se mareste cu 10% din valoarea sa si se obtine numarul a. Numarul a se micsoreaza cu 10% din
valoarea sa si se obtine numarul b.

a) S4 se calculeze a.
b) Si se calculeze b.

¢) Cu ce procent trebuie micgorat numarul 1000, pentru a se obtine numarul b?
. L o .1
3. Scrierea zecimala a numéarului 37 este 0,a1as...ay . ...

a) Sa se determine cifrele a; si as.
b) Sa se determine cifra asgo1-

c) Sa se calculeze S =a; +as + ...+ aso1-

SUBIECTUL I1

1. Se considera polinomul f = X% 4 X3 4 X2 4 X +1 cu radacinile z1, T2, 23, £4 € C i polinomul g = X2 4+ X +1
cu radacinile y;, yo € C.

a) Sa se determine céatul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Si se verifice ci y3 = y3 = 1.
c) Sa se arate cad numarul A = g(z1) + g(z2) + g(z3) + g(x4) este intreg.
2. Se considers binomul (1 + /2)1%°.
a) Sa& se scrie termenul din mijloc al dezvoltarii binomului.
b) Si se determine numérul de termeni rationali din dezvoltarea binomului.

c¢) Notam cu S suma termenilor rationali si cu 7' suma termenilor irationali ai binomului. S& se demonstreze
ca S>T.

SUBIECTUL II1
1 2 3
1. Se considera matricca A= |1 2 3
1 2 3

a) Si se verifice cd A% = 6A.

b) Si se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ca A" = 6"t A, (V) n € N*.

62001 _ 1
c) SésearatecéA+A2+A3+,,,+A2001:TA.
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2.

a) S& se arate cd dacd 0 < x < 1, atunci avem inegalitdtile z < \/z < 1.
1

b) Si se determine primele 20 de zecimale ale numarului v/z, unde z =1 — 1020

SUBIECTUL IV

Piramida patrulatera regulata cu varful V si baza ABCD are VA= AB = a.
Sa se calculeze apotema piramidei.
Sa se calculeze aria laterala a piramidei.
Sa se calculeze inaltimea piramidei.
Sa se calculeze volumul piramidei.
Sa se arate ca muchiile VA gi VC sunt perpendiculare.

Fie punctul P € (VC). Sa se determine lungimea segmentului PC, astfel incat perimetrul triunghiului BPD sa
fie minim.
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Un copac cu inaltimea de 10 m creste in fiecare luna cu 4% din inaltimea sa.

a) Ce inaltime va avea copacul dupa o luna?
b) Ce inaltime va avea copacul dupa doua luni?

c) Sa se arate cd dupd 20 de luni, copacul va avea o Indltime mai mare de 20 m.

2. a) Care este cel mai mic numér natural care, scris in baza zece, are 4 cifre?
b) Care este cel mai mare numar natural care, scris in baza zece, are 6 cifre?

c) Si se demonstreze ci numarul 2190 scris in baza zece are exact 31 de cifre.

1 1 1 1
3. a) S4 se verifice identitatea g Rl ((x gy Pl e 1)), (V) z > 1.
1 1
b) Si se arate ca = <m V) k> 1.
1 1

1
c) Notémcuanzﬁ-ﬁ- —&-...—l—ﬁ,neN*.

23

)
S& se demonstreze cd 1 < a, < T (V) n e N*.

SUBIECTUL I1

1. Se considera matricea A = (3 i)

a) Sa& se calculeze determinantul matricei A.
b) Si se verifice cd A% = 8A.

c) Si se demonstreze, utilizaind metoda inductiei matematice, cd A™ = 8" 1A, (V) n € N*.

2. Se considera polinomul f = X% — X? + 1 cu radacinile z;, z, 23, 24 € C si polinomul ¢ = X? — X + 1 cu
radacinile y1, yo € C.

a) S& se determine catul gi restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) S& se verifice ca y3 = y3 = —1.

c) Sa se arate cd numarul B = g(x1)g(x2)g(x3)g(x4) este intreg.

SUBIECTUL III

A9
[¢]

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie definita prin zoy =z +y + 1.

a) Sdsearatecd (zoy)oz=zo0(yoz), (V) y, z€R.
b) Si se determine numarul real e pentru care zoe=ceox =z, (V) z € R.
c) Sa se arate cd numérul 10203 0...02001 nu este patratul unui numéar natural.

d) S4 se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

2. Sa se arate ca In orice multime de patru numere intregi exista doua care au suma sau diferenta divizibila cu 5.

SUBIECTUL IV

Cubul ABCDA’B’'C’'D’ are muchia de lungime a.
a) 54 se calculeze aria totald a cubului.

b) Si se calculeze lungimea segmentului AC’.
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Sa se calculeze volumul tetraedrului B’ABC.
Sa se calculeze volumul tetraedrului ACB’D’.
S& se calculeze distanta de la punctul A la planul (CD'B’).

Notam cu O centrul fetei BCC’'B’. S4 se afle lungimea minima pe care o are un drum dintre A si O pe suprafata
cubului.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Trei tractoristi au de arat impreuna o suprafatd de 130 de ha. Dupa ce primul a arat doua treimi din suprafata
sa, al doilea a arat trei sferturi din suprafata sa, iar al treilea a arat doua cincimi din suprafata sa, toti au ramas
cu suprafete egale de arat.

a) Ce procent din suprafata pe care trebuia si o are al doilea tractorist reprezinta suprafata pe care trebuia
sa o are primul tractorist?
b) Ce suprafata trebuia s are fiecare tractorist?

c) Ce suprafatd a arat fiecare tractorist?
2. Se considera numéarul ¢ = 31-32-33-...-60.

a) S4 se determine cel mai mare numéar natural n pentru care 2" divide numéarul a.
b) Care este numarul de zerouri cu care se termind numérul a scris in baza zece?

c) Sa se demonstreze cd numérul a nu este patrat perfect.

1 1 1
3. Fi S=—+—+... 4+ —-
esma s =35t T s
a) Cati termeni are suma S?
6 4
b a te ca — —
) Sasearaeca25<5<13
1 1 1
c) Daca 39 + 0 +...+ 50 = %, cu a, b € N* prime intre ele, sa se arate ca b este numar par si ca a se divide

cu 89.

SUBIECTUL I1

1. a) Sa se verifice identitatea a® + b3 + ¢ — 3abc = (a + b + ¢)(a? + b* + ¢ — ab — bc — ca), (V) a, b, c € R.
b) Si se arate ca 2(a? +b% +c® —ab—bc—ca) = (a—b)?+ (b—¢c)? + (c—a)?, (V) a, b, cER.
c) S& se rezolve ecuatia 8% 4 277 + 125 = 3- 307, z € R.
2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin z oy = x + y — 10.
a) S& se arate cd S& se arate ci (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z, y, z € R.
b) Si se determine numarul real e pentru care zoe=eoxz =z, (V) z € R.
c) Si se arate, utilizand metoda inductiei matematice, ci 20220230...02" = 2"t —10n + 8, (V) n € N*.

d) Sa se stabileasca dacd multimea R\Q este parte stabila in raport cu legea ”0”. Justificati raspunsul.

SUBIECTUL III
1. Se considera polinomul f = (X + ) + (X —i)!? avand forma algebricd f = a10X° + agX® + ... + a1 X + ao.

a) S4 se calculeze ag.

b) Si se determine aqq, ag, as.

c) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

d) Sa se arate ca polinomul f are toti coeficientii reali.

e) Se considerd z o raddcind complexa a polinomului f. S& se arate ¢ |z + 4| = |z — i].

f) Sa se arate ca polinomul f are toate radacinile reale.

2. Sa se demonstreze ca numarul 50! nu este nici patrat perfect, nici cub perfect.

SUBIECTUL IV

Se considera piramida triunghiulara regulata cu varful A si baza BCD. Se stie ca AB = BC = a.

37



Sa se calculeze aria totala a piramidei.
Sa se calculeze inaltimea piramidei.

Sa se calculeze volumul piramidei.
Fie A, B’, C’, D’ centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, ACD, ABD si respectiv ABC.

Sa se demonstreze ca dreptele AA’, BB, CC’ si DD’ sunt concurente.
Notam punctul de concurenta al dreptelor AA’, BB, CC’ si DD’ cu G. Sa se arate ca GA = 3GA'.
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Varianta 4

SUBIECTUL I

1. Un calator are de parcurs un traseu lung de 1275 km. In prima zi el parcurge 1 km, in a doua zi parcurge 2
km,..., In a n-a zi parcurge n km.

a) Cati km a parcurs cdlitorul dupa primele 3 zile?
b) Cati km a parcurs célatorul dupa primele 7 zile?
c) Dupa céte zile parcurge cildtorul tot traseul?
2. Se considera numerelea =1-2-3-...-2551b=26-27-...-50.
a) Sa se arate cd numarul a nu este patrat perfect.
b) Si se determine cel mai mic numér natural n pentru care 10™ divide a.

b
c) Sa se demonstreze ci — este numéar natural.
a

3. Se considera multimea A formata din numere naturale care impartite la 3, 4 respectiv 5 dau resturile 2, 3
respectiv 4.

a) S4 se arate cd dacd a € A, atunci 60 divide a + 1.
b) Si se determine cel mai mic element din multimea A.

c) Sa se determine elementele din multimea A continute in intervalul (100,200).

SUBIECTUL I1

-4 6 0
1. Se considera matricca A=|-2 3 0
0 0 -1

a) S4 se calculeze determinantul matricei A.
b) Si se verifice ca A% = —A.
c) Si se determine numarul intreg x, pentru care A + 242 4 ... + 200142901 = 4.

2. Se considera polinomul f = (X +1i)® — (X — )5 cu radicinile z1, x2, x3, 74 € C.
a) Si se verifice ca f = 2i(5X?* — 10X2 + 1).
b) S& se rezolve ecuatia f(z) = 0.

c) Sise calculeze S = z1 + a9+ 3 + 24 51 T = 23 + 23 + 22 + 22.

SUBIECTUL III
1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy = xy + = + ¥.
a) Sidseverificecaizoy=(x+1)(y+1)—1, (V) z,y €R.
b) Si se arate cd Sa se arate cd (xoy)oz=x0(yoz), (V) z,y, z € R.
c) Sasearatecazo(—1)=-1, (V) zeR.
d) Sa se calculeze (—2001) o (—2000)o...0001020...02000 0 2001.
e) Sa se stabileasca dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”70”. Justificati raspunsul.

+ .
P14 ste natural si nu este

2. Sa se arate ca daca p > 2 gi ¢ > 2 sunt numere prime consecutive, atunci numarul

prim.

SUBIECTUL IV

Se considera piramida regulatd cu varful V' si baza ABC'. Se stie ca VA = 2a si m(<AV B) = 30°.
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Sa se calculeze lungimea inaltimii din A a triunghiului AV B.
Sa se calculeze lungimea segmentului AB.

Sa se calculeze apotema piramidei.

Sa se calculeze aria totald a piramidei.

Fie punctele M € (VA), N € (VB) si P € (V(), astfel incat VM = M A si perimetrul triunghiului MNP sa
fie minim. Sa se calculeze perimetrul triunghiului M N P.

40



Varianta 5

SUBIECTUL I

1. Trei muncitori A, B si C efectueaza o lucrare. Daca muncitorii A gi B lucreaza impreund, termind lucrarea in 12
zile, dacd muncitorii B si C' lucreaza impreund, termina lucrarea in 20 zile, iar daca muncitorii A si C' lucreaza

impreuna, termina lucrarea in 15 zile.

a) In céte zile ar termina lucrarea fiecare muncitor dacé ar lucra singur?

b) In céte zile ar termina lucrarea cei trei muncitori daca ar lucra impreuna?

c) Pentru o zi de munca lucrata impreuna ei primesc in total 600000 de lei. Ce suma revine fiecirui muncitor

zilnic, stiind c& ei sunt platiti direct proportional cu munca prestata?

1 1 1 1
2. a teca - < —+ —+...+—<1.
a) SasearaecaQ<1O+11+ —|—19<
1 1 1
b) Daci E—l—ﬁ—f—...—i—l—g = %, cu a, b € N* prime intre ele, sa se arate ca b este par si a este impar.

c) S4 se arate cd a se divide cu 29.
3. Notam cu A multimea numerelor naturale de 4 cifre distincte, formate cu cifrele 2, 3, 5 i 6.

a) Cate elemente are multimea A?
b) Céte elemente ale multimii A sunt numere pare?

c) Sa se calculeze suma numerelor impare din multimea A.

SUBIECTUL II

1. Se considera polinomul f = X°+ (X +1)¢ avand forma algebrica f = agX? +agX8+...+a1 X +ag si polinomul

g= X2+ X + 1 cu radacinile y;, yo € C.
a) S4 se calculeze suma coeficientilor polinomului f.
b) Si se verifice ci y3 = y3 = 1.

c) Sa se calculeze f(y1) si f(y2).

1
d) Sa se arate ca ag + a3z + ag + ag = r)+ f(y31) + f(yz)
o (1 2\, (4 =2
2. Se considera matricele A = (2 4> si B= (_2 1 )

a) Sa se verifice cd AB = BA.
b) Si se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, cad (A — B)" = A" + (—=1)"B", (V) n € N*.
c) S4 se calculeze (A + B)", n € N*.

SUBIECTUL II1
1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy = —zy + = + y.

a) Saseverificeczoy=—(z—1)(y—1)+1, (V) z,y €R.

b) S& se arate ca Sa se arate cd (xoy)oz==x0(yoz), (V) z,y, z € R.
c) Sasearatecazol=1lox=1, (V) zeR.

d) Si se calculeze (—20) o (—19)o0...0001020...019020.

e) Sa se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”70”. Justificati raspunsul.

2. Sa se arate ca un produs de trei numere naturale nenule consecutive nu este cub perfect.
SUBIECTUL IV
Se considera piramida triunghiulara regulati cu varful A si baza BCD. Se stie ci AB =5 si BC = 5v/2.
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Sa se arate ca AB este perpendiculara pe dreapta AC.
Sa se calculeze aria totala a piramidei.

Sa se calculeze volumul piramidei.
Fie punctele M € (AB), N € (AC) si P € (AD), astfel incat AM =1, AN =2 gi AP = 3.

Sa se calculeze perimetrul triunghiului M N P.

Sa se calculeze volumul corpului M NPBCD.
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SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilul uman

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X3 — X2 4+ aX + b, unde a si b sunt parametri reali.

a) Sa se determine a gi b, stiind c& polinomul X — 1 divide pe f si f(—1) = —4.
b) Se considerd polinomul g = X3 — X2 + X — 1. Si se rezolve in C ecuatia g(x) = 0.
c) Si se afle catul si restul impartirii polinomului g la polinomul X2 + X.

d) Si se afle cite valori reale poate lua expresia E = 2% + x5+ 3, unde x1, 2 i 23 sunt radicinile polinomului
g, permutate in toate modurile.

e) S se rezolve ecuatia g(2%) = 0.
2. Se considera functia f : R — R, f(z) = (z +1)3 — 23.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.
b) Si se studieze semnul functiei f’.
c) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

d) S4 se arate ca functia f este convexd pe R.

e) S& se calculeze nh—>H;o F(0) + f(l)n"; -+ f(n)

SUBIECTUL I1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin z oy = xy + 2z + 2y + 2.
a) SaseverificecAzoy=(x+2)(y+2)—2, (V) z,y €R.
b) SAi se arate ca Si se arate ¢ (xoy)oz==xo0(yoz), (V) z,y, z €R.
c) Sa se determine numérul real e pentru care roe=cozx =z, (V) z € R.
d) Sidsearatecazo(—2)=(-2)ox=-2, (V) zeR.

e) Si se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

SUBIECTUL III

3x —5
S idera f i R\{1,2} = R = "7
e considera functia f : R\{1,2} , f(z) 73512
b
a) S4 se determine a, b € R astfel incat pentru orice z € R\{1,2} si avem f(x) = . i 1T

b) S& se determine primitivele functiei f pe intervalul (2, c0).
c) S& se determine asimptota spre +oo la graficul functiei f.

d) Sa se determine asimptotele verticale la graficul functiei f.

1 n
e) Si se calculeze lim f/ f(z) dz.
3

n—o0o N,

SUBIECTUL IV

In multimea .#(Z) se considers matricele A = (—48 _12> sily = <(1) (1))
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Sa se calculeze determinantul matricei A.

S4 se verifice ca A? = 2A.

Sa se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca A" = 2771 A, (V) n € N*.
Sa se arate ci A + A2 + ... + A2001 = (22001 _ 1) 4,

Sa se calculeze (A — )™, n € N*.
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1.

Varianta 2

SUBIECTUL I

Se considera polinomul f = X2 + 2X + 4 cu radacinile x;, 22 € C.

a) Si se arate ci polinomul f divide polinomul X3 — 8.

b) Si se arate ca z§ = x5 = 8.

c) S& se giiseascd o valoare a € R\Q, pentru care f(a) € N.

d) Daci z este o radicing a polinomului f, si se calculeze A = 220 + 2219 422218 4 219 4 220,

e) Si se rezolve ecuatia f(2%) =T.

Se considera functia f : R — R, f(z) = ax? + bz + ¢, unde a, b si ¢ sunt parametri reali.
a) S& se determine a, b si ¢ astfel incét sa fie indeplinite simultan urméatoarele conditii: f(0) =0, f/(1) = —2
1
2
si / flx) do = 2
0 3
Consideram ca a = -1, b=2gi ¢ = 0.

b) Si se calculeze f(z), = € R.
c) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

4 / /
d) Sa se calculeze lim f(1)+f(231;r"'+f(n).

SUBIECTUL II

Se considera binomul (1+z)", z € R, n € N*.

a) Sa se determine n stiind cd suma coeficientilor binomiali este 64.
b) Pentru n = 6 sa se determine termenul din mijloc al dezvoltarii.

c) Si se determine x € R, stiind ci n = 6 i c& termenul care il contine pe z2 este egal cu 60.
Se considera progresia aritmetica cu termenul general a,, = 3n + 2, n € N*.

a) Si se determine ratia progresiei.

1 1/1 1
b) S& se verifice identitatea == ( - ), (V) k € N*.
a1 3 \ag Q41
< 9 1 1 2000
c) Sa se arate ca + +...4 .
ajaz G203 200002001  @1G:2001
SUBIECTUL III
o . > +x+1
Se considera functia f: R\{1} = R, f(z) = —
T —

Sa se verifice ca f(z) =z + 2+ il’ (V) z € R\{1}.
T —

Sa se calculeze f'(z), x € R\{1}.
Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.
Sa se determine asimptota spre +oo la graficul functiei f.

Sa se arate ca x = 1 este asimptota verticala la graficul functiei f.

3
S& se calculeze / f(z) dx.
2
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SUBIECTUL IV

In multimea .#,(R) se considerii matricele A = (2 2), I, = <1 0), precum si submultimea

G

1 1 0 1

={X(a)|laeRsi X(a) =1+ aA}.

Sa se calculeze determinantul matricei X (a), a € R.

Sa se calculeze A2

S& se verifice ca Iy € G.

S& se arate ca X(a) - X(b) = X(a+b—ab), (V) a, b€ R.

S& se determine ¢ € Z, astfel incat X (—10) - X(—=9)-...- X(9) - X(10) = X (¢).
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Varianta 3

SUBIECTUL I
1. Se considers polinomul f = aX? + bX + ¢, unde a, b si ¢ sunt parametri reali.

a) Si se determine a, b si ¢ stiind ca polinomul X — 1 divide polinomul f si ca polinomul f impartit la X2 +1
da restul —4X + 2.
Se considera polinomul ¢ = X3 — 3X + 2.

b) S se rezolve ecuatia g(z) =0, z € C.

c) S se determine valoarea maxima a expresiei E = x7 + x5+ 3, unde x1, o si x3 sunt radicinile polinomului
g, permutate in toate modurile.

d) S4 se rezolve ecuatia g(3%) =0

2. Se considera functia f: R = R, f(z)

a) S4 se verifice ca f(—z) = —f(z), (V) x € R.
b) Sa se calculeze lim f(x).
r—00

c) Sa se calculeze f'(x), z € R.

1
d) Sise Calculeze/ f(x) da.
-1

2n
e) Sa se calculeze lim f(z) de.
n—oo n
SUBIECTUL I1
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0” definita prin xoy = —zy +z + y.

a) Sidseverificecazoy=—(x—1)(y—1)+1, (V) 2,y €R.
b) Sa se arate cd (xoy)oz==x0(yoz), (V) z,y, z€R.
c) Saseverificecizol=1oax=1, (V) zeR.

d) Sa se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca
r10mp0...0omy = (=1)""Yay —1) - (z2—1) ... (2, — 1)+ 1, (V) 21, 22, ..., T, €R, (V) n € N*.

e) Sa se stabileasca dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

SUBIECTUL II1

Se considera functia f: R — R, f(z) = —23 + 42 — 3.
a) Sa se verifice ca f(2—z) = f(2+z), (V) z € R.
b) Sa se calculeze f'(z), z € R.

c) S4 se arate cd functia f este concavi pe R.

1 x+1
d) Sa se calculeze lim —)/ ft) dt.

z—oo f(x

e) Si se determine a € (1,3) cu proprietatea cd dreapta @ = a desparte suprafata plana cuprinsd intre graficul
functiei f si axa Ox in doua regiuni de arii egale.

SUBIECTUL IV

1 1 1
Se considerd matricea A= |1 1 1
1 1 1
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Sa se calculeze determinantul matricei A.
Sa se verifice ¢ A2 = 3A.
S& se arate ca A" =3""1A, (V) n € N*.
32001 _ |
S4& se arate ca A+ A2+ A3 + ...+ A2001 = 5

Sa se arate ca daca avem trei progresii aritmetice de cate trei termeni: a, b, ¢, respectiv x, y, z, respectiv u, v,
a b c
w, atunci determinantul matricei | x y

z | este egal cu 0.
u oUW
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Varianta 4

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = (X +1)2 + (X —1)?° avand forma algebrica f = a0 X2+ a19 X +...+ a1 X + ao.

a) Si se calculeze ag, a1 si as.

b) Si se calculeze f(1).

c) Sa se verifice ca f(—xz) = f(z), (V) z € C.
d) Sa se calculeze f(7).

1
e) Si se demonstreze ca ag + as +asg+ ...+ azx = Z[f(l) + f(=1) + f(@) + f(—=1)].
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = (x — 1)e”.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
c) Sa se arate ca f(z) > —1, (V) z € R.

1
d) Siase calculeze/ f(z) dz.
0

e) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.

SUBIECTUL II

Pe multimea numerelor reale se considers legea de compozitie ”o” definitd prin z oy = z + y + /2.
a) S4& se verifice cA zoy =youzx, (V) z, y € R.
b) Si se arate cd (xoy)oz==x0(yoz), (V) z,y, z €R.

c) Sa se determine numarul real e pentru care zoe=coxz =z, (V) x € R.

d) Se considera numirul a = 102030...02001 —2000v/2. Sa se arate c& a este numar intreg, dar nu este patratul

unui numar natural.

e) Sa se stabileascd dacd multimea R\Q este parte stabild in raport cu legea ”o”. Justificati raspunsul.

SUBIECTUL II1

. . 2z +1
Se considera functia f: (0,00) = R, f(z) = TPyl
< . o 1 1
a) Sa se verifice ca f(x) = P — m, (V) x> 0.

b) Sa se calculeze f'(x), z > 0.

c) S& se arate cd x = 0 este asimptota verticald la graficul functiei f.

2
d) Sise calculeze/ f(x) du.
1

1 x+1
e) Sa se calculeze lim —/ f(t) dt.
) 7@ ), T

f) Sa& se calculeze le D)+ f2)+...4+ f(n)].

SUBIECTUL IV

L . (2 =2\ ., (11
Se considera matricele A = (_2 9 > si B= (1 1).
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Sa se arate ca AB = BA.

Sa se arate ca A% = 4A.

Sa se arate ca B? = 2B.

Sa se demonstreze, utilizdind metoda inductiei matematice, ca (A + B)" = A" + B", (V) n € N*.

S se arate ci (A+ B)" =4""1A + 2" 1B (V) n € N*.
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Varianta 5

SUBIECTUL I
1. Se considera polinomul f = X2 + X + 1 cu radacinile 21, 2o € C.

a) Si se arate ci polinomul f divide polinomul X3 — 1.

b) Si se arate ci x5 = 23 = 1.

c) Si se calculeze 22001 4 22001,
d) Daca z este o radacing a polinomului f, atunci sa se calculeze 220 + 219 4 ... + 2z + 1.
e) Sa se giseascd o valoare a € R\Q, pentru care f(a) € N.
1
=5
a) S4& se verifice ca f(—z) = f(x), (V) z € R.

b) Si se determine asimptota spre —oo la graficul functiei f.

2. Se considera functia f: R — R, f(z)

c) Sa se calculeze f'(x), z € R.
1) —
d) S4 se calculeze lim fatl) = fl@)
T—00 f’(m)
e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre graficul functiei f, axa Oz si dreptele de ecuatii z = —1
siz=1.

x

f) S& se calculeze lim f(t) dt.

z—oo |

SUBIECTUL I1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0” definita prin zoy =x +y + 1.
a) Sidsearatecd (roy)oz=zo(yoz), (V)z vy, z€R.
b) S& se determine numarul real e pentru care zoe =ecoxz =z, (V) x € R.
c) S4 se stabileascd dacd multimea Q\Z este parte stabild in raport cu legea ”0”. Justificati raspunsul.
d) Sa se arate cd numarul a =103 050...02001 — 1000 este patratul unui numar natural.

e) Si se rezolve ecuatia 27 04 =7, z € R.

SUBIECTUL II1

. v . . — 1
Se considera functia f: R\{-1,0} = R, f(z) = P
1
a) S4& se verifice identitatea f(x) = 2 Til (V) x € R\{-1,0}.

b) Sa se arate cd x = 0 este asimptota verticald la graficul functiei f.
c) S& se determine asimptota spre +oo la graficul functiei f.

d) Sa& se calculeze f'(z), z € R\{—1,0}.
2

e) Sise calculeze/ f(x) du.
1

f) S se calculeze lim [f(1) + f(2) + ...+ f(n)].

n— oo

SUBIECTUL IV

Se considera girul cu termenul general a,, = 2n + 3, n € N.
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Sa se arate ca sirul (a,)n>o formeaza o progresie aritmetica si sa se determine ratia progresiei.

1 1 1 1
S& se verifice identitatea == ( - ), (V) keN.
ApOk410k4+2 4 \QpAr41  Qp410k42
1 1 1 1 1 1
Sa se arate ca + +...4 ( - ),(V)nEN*.
ara2az  asasay AnGn+1Gni2 4 \ @102 Qpi1anio

Sa se arate ca pentru orice numar natural nenul n avem ay + as + ... + a, # 2001.

Sa se arate ca girul cu termenul general b, = 2, n € N, formeaza o progresie geometrica si sa se determine

ratia sa.

Sa se calculeze by + by + ...+ b,, n € N*,
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilurile matematica-fizica, informatica si metrologie

SUBIECTUL I
1. Se considera polinoamele cu coeficienti reali f = X3 +aX +bsi g = X3 —3X + 2.
a) Sa se determine parametri reali a si b, stiind ca polinomul f se divide cu X — 1 gi ca f(—1) = 4.
b) S4i se rezolve in C ecuatia g(x) = 0.

c) Sa se rezolve in R inecuatia g(z) < 0.

d) S4 se rezolve in R ecuatia g(2%) = 0.
2. Se considerd functia f : [0,00) — [0,00), f(z) = 2.

a) Si se calculeze f'(z), z > 0.
T _ T

b) Si se calculeze lim
r—e I — €
c) Sa se arate ca functia f este convexd pe [0, 00).
3. In sistemul cartezian de coordonate 20y se considerii punctele A(3,4), B(=5,0), C(4,—3) si 0(0,0).
a) Sa se calculeze aria triunghiului ABC.
b) S se verifice c&a OA = OB = OC.

c) Sa se scrie ecuatia cercului care trece prin punctele A, B, C.

SUBIECTUL I1

= W
T
w Ot

1. In multimea permutarilor cu cinci elemente Sy se considera permutarile o = <§ § ? g i) , T = (; ?
. (1 2 3 4 5
e=\1 2 3 4 5)
a) Si se determine numérul de inversiuni ale permutéarii o.

b) Si se calculeze o -7 51 7 - 0.

c) Sa se rezolve in S5 ecuatia x - o = 7.

2. Se considera functiile f, : R — R, n € N, unde fo(z) =2+ 1, (V) z € Rsi fri1(z) = / fu(t) dt, (V) n € Nsi
—1
rzeR.

(z+1)

51 , (V) zeR.

a) Sa se verifice ca fi(x) =

($ + 1)n+1

b) Utilizdnd metoda inductiei matematice, si se arate ca f,,(z) =

c) Sa se calculeze 1i_>m fn(D).

SUBIECTUL II1

€ (0,00), b € R}.

In multimea matricelor .#(R) se considerii submultimea G = { (g ll))

a) Sa se verifice c8 matricea Iy = (é (1)) eG.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci A- B € G.
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c) S& se arate cd, dacad A € G, atunci existd B € G, astfel incat A- B =B- A= I,.
d) Sa se giseasca doud matrice A, B € G pentru care A- B # B - A.

e) Sa se demonstreze cd, pentru orice matrice A € G si (V) n € N*| existd o matrice X € G, astfel incat X™ = A.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: R = R, f(z) = v1+ 22.
a) Sa se determine asimptota spre +oo la graficul functiei f.
b) S se calculeze f'(z), z € R.

c) Sa se arate cd functia f’ este strict crescatoare.

d) Sa se calculeze lim 1 {f <1) + f <2> +.o.+f (n)}
n—oo N n n n

e) Utilizdnd teorema lui Lagrange, si se arate ca pentru (V) n € N* i k € {1,2,...,n}, avem inegalitatile

(A () s (8) < (- 2)r (552) e 52
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Se considera polinoamele cu coeficienti reali f = X3 +aX +bsig= X3 —3X — 2.

a) Sa se determine parametri reali a si b, stiind ca polinomul f are ridacina dubld z = —1.
b) S& se rezolve in C ecuatia g(z) = 0.
c) Sa se rezolve in R inecuatia g(z) > 0.

d) S4 se rezolve in (0, 00) ecuatia g(log, ) = 0.
2. Se considera functia f: R — R, f(z) = #n*.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

b) Si se calculeze lim Li—

T—e I —e€

c) Sa se arate ca functia f este convexd pe R.

1
d) Sase calculeze/ f(z) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 20y se considers cercul € de ecuatie 22 + y? = 25.

a) Sa se verifice c& punctul A(3,4) se afld pe cercul €.
b) Si se scrie ecuatia tangentei la cercul € care trece prin punctul A(3,4).

c) Sa se calculeze aria triunghiului format de axele de coordonate gi tangenta la cerc care trece prin punctul
A(3,4).

SUBIECTUL I1

1. a) Sa se arate ca pentru orice numere reale a, b, ¢, d este adevaratd identitatea
(a—b)2+b-c)2?+(c—d)?+(d—a)?=2(a®>+b*>+c+d>—ab—bc—cd — da).
b) Si se arate ci dacd a, b, ¢, d € R 5i a® + b? + 2 + d? = ab+ bc + ¢d + da, atunci a = b = ¢ = d.
c) Sa se rezolve ecuatia 4% + 97 + 257 + 497 = 6* + 15 + 35 + 14”7, z € R.
2. Se considers functiile f,g : [0,00) = R, f(z) = 2% — na"™ + na"~t — 1, g(z) = 22" — (n + )22 +n — 1,
unde n € N, n > 2.
a) Sa se verifice ca f'(z) = na" 2g(x), x > 0.
b) Si se calculeze ¢'(z),

x
c) Sa se arate ca g(x) > 0, (V)

x
< < 1
d) S4a se arate ca x" — >nlea——),Max>1,neN"n>2.

SUBIECTUL III

ia b 100
In multimea . (Z3) se considerd submultimea G = 0 1 ¢l|labeezZyy simatricealsy= |0 1 0
0 0 1 0 0 1

a) Sa se verifice cd I € G.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci A- B € G.

c) S& se demonstreze ca dacd A € G, atunci exista B € G, astfel incat A- B = I.
d) S4 se calculeze numarul de elemente ale multimii G.

e) Sa se giseasca doud matrice A, B € G pentru care A- B # B - A.
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f) Si se arate ci, oricare ar fi matricea A € G, avem A* = I3.

SUBIECTUL IV

1
Se considera sirul (I,),en+ definit prin I, = / (x — 2®)" dz, (V) n € N*.
0
a) S4& se calculeze I.

1
b) Sdsearatecd 0 <z — a2 < T (V) z € [0,1].

1
c) Sa se deduca inegalititile 0 < [, < yEx (V) n € N*.

1 2

d) Utilizdnd metoda integrarii prin parti, s se arate ci I, = 13 :L_ 1 I,_1, (V) neN,n>2.

n
2 4 2n 3
Sa teca0< —-—-...- \ N*.
e) Si se arate ca <3'% 2n+1<”2n+3’()n€
f) Sa se arate ca lim 4"I, = 0.
n—roo
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1.

2.

1.

Varianta 3

SUBIECTUL I

Se considera polinomul f = X% — X2 + X — 1 cu radacinile x;, x2, 23 € C.

a) Sa se determine x1, z2, x3.
b) Si se arate ca 22001 4 23901 4 22001 este un numér intreg.

c) Sa se rezolve ecuatia f(2%) =0, z € R.
Se considera functia f: R — R, f(z) = In(2? + 1).

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

In(z? +1) —In(nx? +1
b) Sai se calculeze lim 1) —In(m+1)
T—T xXr — T

c) Sa se determine intervalele de concavitate gi de convexitate ale functiei f.

1
d) Sa se calculeze / f(z) dx, z € R.
-1

In sistemul cartezian de coordonate 20y se considers cercul € de ecuatie z2 + y? = 100.

a) Sa se verifice ca punctul A(6,8) se afla pe cercul €.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la cercul € care trece prin punctul A(6,8).

c) Sa se calculeze aria triunghiului format de axele de coordonate si tangenta la cerc care trece prin punctul
A(6,8).

SUBIECTUL II
In multimea numerelor complexe se considera submultimea G = {z = a + ib|a,b € Q, a® +b*> = 1}.
a) Sa se verificeca 1 € G.
b) Si se arate ca, dacd z, w € G, atunci z - w € G.
c) Sa se arate cd, dacd z € G, atunci % €q.
d) Sa se giseascd un element z € G, z = a + ib, astfel incat a € Q\Z.

2;C+1 + 3x+1
Se considera functia f: R = R, f(z) = —————
2% + 3%
a) S& se calculeze f'(z), x € R.
b) Si se determine asimptotele la graficul functiei f.
c) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescitoare pe R.
d) Sidsearatecd2< f(x) <3, (V) zeR.

SUBIECTUL III

z+2y+32=0 1 0 0
Se considera sistemul < 2z + 3y +4z =0 . Notam cu A matricea sistemului, cu I3 = [0 1 0] sicu
3z +4y+52=0 0 0 1
0 0 O
O3=10 0 O
0 0 O

a) S4& se calculeze determinantul gi rangul matricei A.

b) Sa se rezolve sistemul.

c) Sase arate ca A" # I3, (V) n € N*.
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d) Sa se giseasca o matrice B € #3(R), B # Os, pentru care A - B = Os.

e) Si se arate ca pentru orice r € Q\Z avem det(A + rl3) # o.

SUBIECTUL IV

Se considera functiile f,g: R = R, f(z) =1+ z + 2% +... + 220 i g(x) = 200122092 — 200222001 + 1.

.T2002 -1
a) S4& se verifice ca f(z) = — 1 (V) xz eR, x #1.
b) Si se arate cd f'(x) = (5](5?)2’ V) zeR, x#1.

T —

c) Si se calculeze ¢'(x), z € R.
d) Sisearate cd g(z) >0, (V) zeR, z #1.

e) Sa se demonstreze ca functia f este bijectiva.

2002
f) Notdm cu h: R — R inversa functiei f. S& se calculeze / h(z) dz.
1
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie si militar real

SUBIECTUL I
1. Se considers polinomul f = X3 +2X2 —5X — 6.

a) Sa se calculeze f(—1).
b) Si se rezolve in C ecuatia f(z) =

0.
c) Sa se rezolve in R inecuatia f(z) Z

d) Sa se rezolve in R ecuatia f(2%)
2. Se considera functia f: R = R, f(z) =
a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

. ) 9T _ 9T
b) Sai se calculeze lim .
rx—T X — T

c) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

1
d) Sise calculeze/ f(z) dx
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,1), B(-1,-1) i C(1,-1).

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

c) Sa se calculeze panta dreptei BC.

SUBIECTUL II
1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin x oy = 2zy — 6x — 6y + 21.
a) Si se verifice cA xoy =2(x —3)(y—3)+3, (V) 2,y € R.
b) Sisearate cid (roy)oz=zxo0(yoz), (V) z, y, z€R

c) Sa se gaseascd doud elemente z, y € Q\Z pentru care x oy € Z.

d) Sa se rezolve ecuatia xozoxoxox =3, z € R.

2. Se considera functia f: R\{1} = R, f(z) = %
a) Sa se verifice ca f(z) :x+2+%, (V) z € R\{1}.
b) Si se determine asimptotele la graficul functiei f.

c) Sa se calculeze hm — / f@)

oo 12

SUBIECTUL II1

3 3 3 -3 1 00
Se considera matricele X = (2|, Y = (1 1 71), A=1[(2 2 -2],I3=10 1 0]. Pentru a € R definim
5 5 5 =5 0 0 1

matricea B = aA + I3.
a) Sa se calculeze A — XY

b) Si se calculeze A%
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c) Si se arate ci 2B — B? = I3.
d) S4 se arate ca matricea B este inversabila si sd se calculeze inversa sa.

e) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, cd B™ = I3 + anA, (V) n € N*.

SUBIECTUL IV

2

Se considera functiile f,g:[0,00) = R, f(z) =ln(x +1) —Inx si g(x) = f(z) + 5

a) Si se calculeze f'(z) si ¢'(z), x € [0, 0).
b) Sa se calculeze f(0), g(0), f'(0) si ¢’(0).
c) Sase arate ca f'(z) < 0sig¢'(z) >, (V) z > 0.

d) Sa se deduca inegalitatea f(x) < 0 si g(z) > 0, (V) z > 0.

n— oo

1
e) Si se calculeze lim lnn/ In(1+ ") dx.
0
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X% + X3 +2X? + X + 1 cu radacinile z1, 29, x3, 24 € C.
a) Sa se verifice ca f = (X2 +1)(X2+ X +1).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.
c) S& se arate ca f(x) > Z, (V) z e R.
d) S se calculeze S = 2% + 23 + 23 + 27.
2. Se considera functia f : (0,00) — (0,00), f(z) = z°.

a) S4 se calculeze f'(z), x > 0.
b) Si se calculeze lim T
T T — T

c) Sa se arate ca functia f este convexa pe (0, 00).

2
d) Sase calculeze/ f(z) dx
1

3. In sistemul cartezian de coordonate 20y se considerd punctele 4, (n, —n), n € N.

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Sa se verifice cd punctul A,, se afli pe dreapta AgA;, (V) n € N.

c) Sa se calculeze lungimea segmentului A, A,11.

SUBIECTUL I1

c+2y+32=0
1. Se considera sistemul ¢ 2z + 3y + 4z =0 . Notam cu A matricea sistemului.
3x+4y+52=0

a) Sa se calculeze determinantul gi rangul matricei A.
b) Sa se rezolve sistemul.

c) S se determine acele solutii (o, yo, 20) ale sistemului pentru care x2 + y2 + 23 = 6.
2. Se considerd functia f : R — R, f(z) = (2% +3%)(27% + 377).

a) Sa se verifice ca f(—z) = f(x), (V) v € R.
b) Si se calculeze f'(z), z € R.
c) Sa se arate ca f(x) > f( (V) z € R.

d) S4i se arate ca hm / (@) dt.
r—r

SUBIECTUL II1

a b

Se considera multimea .#> 1(Z) si matricea A = (c d) € Mo(Z). Definim functia f : Mo1(Z) — Mo1(Z) prin

f(z) = Az, unde x = <a1> € M1 (Z).
a2

a) Sa se verifice ca f(z+y) = f(z)+ f(y), (V) x, y € A>21(Z).
b) S& verifice cd f(Az) = Af(x), (V) x € M21(Z) si X € Z.
c) S4& se arate cd, daca det(A) # 0, atunci functia f este injectiva.

d) Si se arate cd, daca det(A4) € {1, —1}, atunci functia f este bijectiva.
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e) Si se arate ci, daca functia f este bijectiva, atunci det(A4) € {1, —1}.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R = R, f(z) =(x —1)(z —2)...(x —5).
a) Sa se rezolve In R ecuatia f(z) = 0.

b) Utilizind teorema lui Rolle, si se arate cd f are patru radacini reale, distincte, situate in intervalele (1,2), (2, 3),
(3,4) si (4,5).

! 1 1
c) Sa se verifice identitatea ];((;)) =7 + po + .+ o (V) x e R— A, unde A ={1,2,3,4,5}.
" _ l 2 1 1
d) Derivand identitatea de la punctul c¢), sd se arate ca ( >f(;3( )(f (2)) = — @1 +...+ @—5)2]
x x— x—

(V) z e R— A.
e) Si se arate ca (f'(x))? > f(z)f"(x), (V) z € R.
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Varianta 3

SUBIECTUL I
1. Se considers polinomul f = X3 —2X2 + X —2.

a) Sa se calculeze f(2).
b) S se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.
c) Sa se rezolve in R inecuatia f(z) > 0.

d) S4 se rezolve in R ecuatia f(2%) = 0.
2. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) =Inz.

a) Sa se calculeze f/(z), z > 0.

Inz —1
b) Sai se calculeze lim nET AT
T—T xr— T

c) Sa se arate cd functia f este concava pe (0, 00).

e
d) Siase calculeze/ f(z) dx.
1

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,1), B(—1,—1) si C(4,5).

a) S4 se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Si se scrie ecuatia dreptei AB.

c) Sa se calculeze panta dreptei AC.

SUBIECTUL 11
1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy =x + y + 11.

a) Sdsearatecd (zoy)oz=uzo(yoz), (V)z, vy, z€R.
b) Si se giseasca doud elemente a, a € Q\Z pentru care aob € Z.
c) Sa se determine cel mai mic numéar natural nenul n, pentru care 102 o0...0omn > 2001.

d) S se determine cel mai mare numér natural n, pentru care 2022 o0...02" < 2001.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) =1+ 2 + 2% + 2% + 2*.

x5 —1
x—1"
b) Si se calculeze f'(z), z € R.
c) Sa se arate ca f(x) > 0,

(V) = € R\{1}.

a) Sa se verifice ca f(z) =

x €R.

z—00 T

(v)
1 xT
d) Sai se calculeze lim —/ f(t) dt.
0

SUBIECTUL III

2 3 =5 1 00
In multimea .#; (R) se considerd matricele A= [2 3 —5|,I3=|0 1 0] si B=1I5+ aA, unde a € R.
2 3 =5 0 0 1

a) Sa se calculeze A2

b) S4a se calculeze determinantul si rangul matricei A.

c) Sa se verifice ca 2B — B? = I;.

d) Si se arate cd matricea B este inversabild si si se determine inversa ei.

e) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, cd B™ = Is + naA, (V) n € N*.
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SUBIECTUL IV

1
Se considera sirul (I,,),en+, definit prin I,, = / (1 — )™ dz, (V) n € N*.
0

Sa se calculeze I.

Sa se arate ca (1 —22)" > (1 — 22"+, (V) n € N*, (V) z € [0,1].

S& se deduca inegalitatea I, 11 < I,, (V) n € N*.

S& se arate cd girul (I,)nen+ este convergent.

2n
Sk te i Iy = — I, n>2.
a se arate ca ] 1, (V)neN, n>

Sa se calculeze lim I,,.
n—roo
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilurile industrial, agricol, silvic si sportiv real

SUBIECTUL 1

1. Se considers polinomul cu coeficienti reali f = X2 4+ aX + b si polinomul g = X2 + X + 1, cu radacinile x,
To € C.

a) Sa se determine parametri reali a si b, stiind c& polinomul f impéartit la X — 1 d& restul 3 g1 f(—1) = 1.
b) Si se calculeze 3 + 3.
c) Sa se rezolve in R inecuatia g(z) < 3.
d) Sa se rezolve in R ecuatia g(2%) = 3.
2. Se considerd functia f: R — R, f(z) =27" +z.
a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

27 fx—27V2 /2
b) Sa se calculeze lim T \[
z—V2 T —2

1
c) Sa se arate ca / f(z) dz.
0
d) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,1), B(2,2) si C(m, 7).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.
b) Sa se arate ca punctul C se afld pe dreapta AB.

c) Sa se calculeze lungimea segmentului AB.

SUBIECTUL II

2 2 2 1 00
1. Se considera matricele A= |3 3 3| sils=(0 1 0
5 5 5 0 0 1

a) Sa se calculeze determinantul gi rangul matricei A.

b) Si se arate ca A% = 10A.

c) Si se arate cd A2001 £ [3.

2. Se considera functia f : R = R, f(z) =1+ 2 + 2% + 2% + 2*.

5 _

a) Sa se verifice ca f(z) = ‘ 117 (V) z € R\{1}.
T —

b) Sa se calculeze f'(x), x € R.

c) S4 se arate cd f(x) >0, (V) z € R.

z—r00 I

v
< N

d) S4 se calculeze lim —/ ft) dt.
0

SUBIECTUL II1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin xoy =a +y — 1.
a) Sdsearatecd (zoy)oz=zo0(yoz), (V)z vy, z€R.

b) S& se determine numarul real e astfel incadt xoe=eox =z, (V) z € R.
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c) S& se gaseascd doud elemente a, b € Q\Z pentru care aob € Z.
d) Sa se determine cel mai mic numéar natural nenul n, pentru care 1o2o...0on > 2001.

e) Si se determine cel mai mare numéar natural nenul n, pentru care 2022 o...02"% < 2001.

SUBIECTUL IV

T Jr:EJrl T+ 2
z+1 x+2 43

1 1 1
— — — V) z > 0.
r+1 x+4+2 $+3,()1:_

b) S& se calculeze f'(x), z > 0.

Se considera functia f : [0,00) = R, f(z) =

a) Sa se verifice cd f(z) =3

c) S4 se arate cd functia f este strict crescitoare pe [0, c0).

d) Sa se determine asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f.

1

e) Si se calculeze lim 2" f(x) dx.
n—oo 0

n—o0

1
f) S& se calculeze lim [lnn / " f(x) dm}
0
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X* + X + 1 cu radacinile 1, 2o, 3, 24 € C.

y o , 1)\’ 1\? 1

a) Sa se verifice cd f(X) = X ~5 + X+§ —|—§-
1
b) Si se arate cd f(z) > 3 (V) z e R.
c) Sasecalculeze S =1 +zo + 23+ 24 5i T = 2% + 23 + 23 + 2.
2. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = logs .
a) S4 se calculeze f'(z), x € (0, 00).
logs x —logs 3

b) Sa se calculeze lim —>——=°>—.
z—3 r—3

3
c) Sase calculeze/ f(z) dz.
1

d) Sa se arate ca functia f este concava pe R.
3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(3,4), B(4,3) si C(-3,—4).

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.

c) Sa se calculeze panta dreptei AB.

SUBIECTUL I1
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 22 + 2u.

a) Sa se verifice ca f(z) = (z +1)? — 1, (V) z € R.

b) S se rezolve in R ecuatia (f o f)(z) = 0.

c) Sise demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ci (fo fo...o f)(z) = (z+1)2" =1, (V) n € N*
—

de n ori

sizelR.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) = 2 + €3* + 2.

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
b) Sai se arate ca functia f este strict crescitoare.

c) Sa se determine asimptota spre —oo la graficul functiei f.

SUBIECTUL III

In multimea ./ (Z) se considers submultimea G = { (Cbl ab>

a,be Z} sl matricea I = ((1) (1)>

a) Sa se verifice ca I € G.
b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci a- B € G.

c) S4 se arate cd, dacd A, B € G, atunci det(A - B) = det(A) - det(B).

d) S& se arate cd, daci A € G si rang(A) < 2, atunci A = (8 8)

e) Si se arate cd, daci A € G este inversabild si A= € G, atunci det(A) = 1.

f) Si se arate cd, dacd A € G si det(A) = 1, atunci A* = Is.
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SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R — R, f(z) =4 — 2%
a) Sa se verifice ca f(—z) = f(x), (V) z € R.
b) S& se calculeze f'(x), z € R.

c) S& se determine a € (—2,2) cu proprietatea ci dreapta x = a desparte suprafata plana cuprinsa intre graficul
functiei f si axa Ox in doua regiuni de arii egale.

d) S& se determine b € (0,4) cu proprietatea c& dreapta y = b desparte suprafata plana cuprinsd intre graficul
functiei f si axa Ox in doua regiuni de arii egale.

e) Si se arate cd dreptele x = a si y = b, determinate anterior, despart suprafata pland cuprinsd intre graficul
functiei f si axa Oz in patru regiuni de arii egale.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X3 — X? — 3X — 1.

a) S& se determine restul impéartirii polinomului f la X + 1.
b) S& se rezolve in R ecuatia f(z) = 0.

c) Sa se rezolve in R inecuatia f(z) < 0.

d) S& se rezolve in R ecuatia f(2%) = 0.

2. Se considers functia f: R — R, f(x) = 22001,

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

$2001 _ 71_2001

b) Si se calculeze lim
T—T T — 1T

x

c) Sa se calculeze lim f@@) dt.

z—oo |_ .

d) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.
3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,2), B(3,4) si C(—1,-2).

a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.
b) Sa se calculeze panta dreptei AB.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.

SUBIECTUL II
1. a) Si se verifice ca a3 = a, (V) a € Zg.
In inelul Zg se considera Sy = 1% + 2% + 3k + 4k + 5%, (V) k € N*.
b) Sa se calculeze S; si Ss.

c) Sa se calculeze Sago;.

2. Se considera functia f : R = R, f(z) = (5% +3%)(57* +377).

a) S4 se verifice ca f(z) =2+ (g) + (g) , (V) z eR.

b) Si se calculeze f'(z), z € R.
c) Sase arate ca f(z) >4, (V) z € R.
5\ (5N, 3\ [, 3\
d) Utilizand metoda inductiei matematice, si se demonstreze ca £ (z) = (3) (ln 3) + (5> <ln 5) ,
(V) neN*sizeR.

SUBIECTUL II1

S . (1 5 (1 0 .. (10
SeconmderamatmceleA(O _1),B<2 _1> si 12(0 1>,

a) S4& se calculeze determinantul gi rangul matricei A.

b) Si se verifice ci A% = B2 = I,.

c) S4& se arate cd matricea B este inversabild si sa se determine inversa ei.
d) Sisearate ca A-B# B- A.

42001

e) S se calculeze

f) S& searate ca (V) n € N*, (B-A)" # I,.
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SUBIECTUL IV

1
Se considera sirul (I,,),en+, definit prin I,, = / 2"e”" dx, (V) n € N*.
0

a) Sa se calculeze I4.

1
b) Utilizand metoda integrarii prin parti, sa se arate c¢a I, = —— +nl,_1, (V) n € N, n > 2.
e
c) Sa se arate ca T <grer < ", (V) x €10,1], (V) n € N*.
e
d) Si se deducd inegalitatil <L <t (#)nen
a se deducd inegalitatile n .
& L (n+1le = """ n+1’

< . 3
e) Si se calculeze lim n~
n— oo

I,
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilul pedagogic

SUBIECTUL I

1. Notam cu A multimea numerelor naturale care se termina cu cifra 2.

a) Sa se arate cd multimea A nu contine niciun patrat perfect.
b) Sa se giseasca un element din multimea A care este cub perfect.
c) Sa se gaseascd o submultime infinitd a multimii A care nu contine niciun cub perfect.
2. Numarul 1000 se mareste cu 20% din valoarea sa si se obtine numarul a. Numarul a se micgoreaza cu 20% din

valoarea sa si se obtine numarul b. Numarul 1000 se micsoreaza cu 20% din valoarea sa si se obtine numérul c.
Numarul ¢ se mareste cu 20% din valoarea sa gi se obtine numarul d.

a) Sa se calculeze a si b.
b) Sa se calculeze ¢ si d.

c) Sa se calculeze b — d.

. . .17
3. Scrierea zecimala a numarului 909 este 0,a1as...a,....

a) Sa se determine cifrele a; si as.
b) S& se determine cifra asgo;.

c) Sa se calculeze S =ay +as + ...+ ao1-

SUBIECTUL II

1. Se considera matricea A = (; ;)

a) Sa se verifice ca A2 = 3A.

b) S& se calculeze determinantul si rangul matricei A.

c) Si se arate ci matricea A — A% + A3 — A% ..+ A% — A0 are toate elementele strict negative.
2. Se considers polinomul f = X* 4+ X3 4+ X2 + X + 1 cu radacinile z1, z2, z3, 4 € C.

a) Si se determine a, b € R astfel incat f = (X2 +aX + 1)(X% +bX + 1).

b) Si se arate ca polinomul f nu are radécini reale.

c) Sise calculeze S =21 + 29 + 23 + 24 51 T = 23 + 23 + 2% + 23

d) Si se arate cd z§ + 25 + 23 + 23 = 4.

SUBIECTUL II1

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy = x + y + 2.
a) Sasearatecd (zoy)oz==xo0(yoz), (V) =z, vy, z€R.
b) Si se determine numarul real e astfel incdt xoe=eox =z, (V) z € R.
c) Sa se giseascd doud elemente a, b € Q\Z pentru care aob € Z.
d) Sa se determine cel mai mic numéar natural nenul n, pentru care 1o2o...0on < 2001.

e) Si se determine cel mai mare numir natural nenul n, pentru care 3032 0...03" > 2001.

2. Si se arate ci 5 divide numéarul k? — k, (V) k € Z.

71



SUBIECTUL IV

Piramida triunghiulara regulatda ABCD are cele sase muchii egale cu a.
a) Sa se calculeze aria totald a piramidei.
b) Si se calculeze volumul piramidei.

c) Fie un punct M situat pe indltimea din varful A a piramidei. Sa se determine lungimea segmentului AM, stiind
ca AM = BM.

d) S4 se arate cad muchia AB este perpendiculard pe muchia CD.

e) Fie punctul F situat in interiorul triunghiului BC'D. Si se arate ci AE < AB.
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1 1 1
1. Sa leculeze = + = 4 —-
a) asecacueze2+3-|—6
< 1 1 1 1
b) Si se calculeze 3 + 1 + 5 + o

c) Sa se gaseasca cinci numere naturale nenule si distincte astfel incat suma inverselor lor s& dea 1.

2. La un turneu de tenis participa 2001 de sportivi. Inaintea fiecirui tur, jucatorii ramasi in turneu se impart in
grupe de cate doi, care joaca intre ei. Daca numarul de jucatori este impar, atunci un jucator trece in turul
urmator fara sa joace. Dupa fiecare meci intre doi jucatori, cel invins paraseste turneul. Turneul se termina
cand a ramas un singur jucator.

a) Sa se afle cate meciuri au fost in primul tur.
b) Sa se afle cati jucitori au parasit turneul dupé primele trei tururi.

c) Sa se afle cite meciuri s-au jucat in tot turneul.
3. Se considerd numarul A = 3° 4+ 3! + 32 + ... + 3395, Si se arate cé:

a) A este un numér natural par.
b) A este divizibil cu 13.
c) A este divizibil cu 40.

SUBIECTUL II

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy = —zy + = + y.
a) Sidseverificecizoy=—(x—1)(y—1)+1, (V) 2,y €R.
b) Sdsearatecd (zoy)oz==zo(yoz), (V)z, vy, z€R.
c) Sa se rezolve in R ecuatia 2% 0 3% 0 5% = 1.
2. a) S se verifice ci a® = 3, (V) 4 € Zs.
b) Si se demonstreze, utilizand metoda inductiei matematice, ca a>"*! = a, (V) n € N*, (V) a € Zg.

c) Si se calculeze 12001 4 22001 4 32001 4 42001 4 52001 4y inelul Zg.

SUBIECTUL III

N . (1 0 (1 2\ .. (10
1. Se conSlderamatrlceleA—(2 —1)’3_(0 _1> si Ig—(o 1).

a) Si se verifice cd A% = B? = I,.
b) Si se arate ca matricea A este inversabild si sd se calculeze inversa ei.

c) Sasearateci A-B#B-A

d) Si se calculeze A200L.

e) Sise arate cd (V) n € N*, (A- B)" # L.
2. a) 54 se verifice identitatea
—o) 1+ 221+ 22 )1 +22) . (1+22" ) =1 - 22", reR, neN.
1 L+ 22 )(1+ 2% )(1 + 22 1+ 22 1—z2", (Vv R N
b) Sa se arate ca numerele 22" £ 14 2% + 1 sunt prime intre ele, unde n, p € N*, n # p.

SUBIECTUL IV

Cubul ABCDA’B’'C’'D’ are muchia de lungime a.

a) Sa se calculeze aria totald a cubului.
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Sa se calculeze volumul cubului.
Sa se calculeze lungimea segmentului AC’.
Sa se calculeze masura unghiului dintre dreptele AC si AD'.

Se considera un punct M pe fata A’B’C’'D’ a cubului. S& se calculeze lungimea minim4 si lungimea maxima a
segmentului AM.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Un elev are de rezolvat o tema de vacanta care contine 400 de probleme. In prima zi elevul rezolva o problema,
in a doua zi elevul rezolva trei probleme, ... , In a n-a zi elevul rezolva 2n — 1 probleme.

a) S4 se afle cate probleme a rezolvat elevul dupa primele trei zile de lucru.
b) Sa se afle cate probleme a rezolvat elevul in a patra zi si in ziua a 5-a, In total.
c) Sa se afle dupd céte zile termind elevul tema de vacanta.

2. Notam cu A multimea numerelor de 4 cifre care se pot forma utilizand numai cifrele 5 si 6.

a) Cate elemente are multimea A?
b) Si se afle suma elementelor multimii A.
c) Cate elemente din multimea A sunt numere pare?

3. Se considera numerele a =1-2-3-...-20,b=21-22-23....-405ic=41-42-43-...-60.

a) Sa se demonstreze cid numéarul ¢ nu este patrat perfect.
b) Si se arate ca numéarul a divide numé&rul b.

c) Sa se arate cad numarul b nu divide numaérul c.

SUBIECTUL II

1. Se considers polinomul f = X°X* 4+ X3 + X2 + X + 1 cu radacinile x1, x2, x3, 24, x5 € C.
a) Sa se verifice cd f = (X3 +1)(X?+ X +1).
b) Si se calculeze S = 1 + 29 + 23+ 24 + 25 51 T = 22 + 23 + 22 + 22 + 22.

c) Sise arate cd 2§ + 2§ + 2§ + 2§ + 28 = 5.

2. Se considera multimea M = { (z Z)

a,b,c,d € Z si abed = 1}.

a) S se arate ca dacd A € M, atunci det(A) = 0.
b) S se verifice ca daca A € M, atunci —A € M.

c) Sa se determine numairul de elemente al multimii M.

SUBIECTUL III

1. In multimea .#5(Q) se considerd submultimea G = { <Z _ab>

a,be Q} si matricea Iy = ((1) ?)

a) S4 se verifice ca I € G.
b) Si se arate ca dacd A, B € G, atunci A- B € G.

c) Sa se arate ca dacid A € G si rang(A) < 2, atunci A = (8 8)

a

d) S4i se gaseascd o matrice A € G, A = (b

_ab) cua,beQ\Zsi det(4) =1.

2. a) Sise arate ci existd a, b € Z, astfel incat a? + b? = 29.

b) Si se arate ci nu existd a, b € Z, astfel incat a® + b? = 2003.

SUBIECTUL IV

Piramida patrulatera regulata cu varful V si baza ABCD are VA= AB = a.

(0]



Sa se calculeze aria laterald a piramidei.

Sa se calculeze inaltimea piramidei.

Sa se calculeze volumul piramidei.

Sa se arate ca muchiile VA gi VC sunt perpendiculare.

Fie punctul P situat in interiorul patratului ABC'D. Sa se arate ca segmentul V P are lungimea mai mica decat
lungimea segmentului VC.
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilul uman

SUBIECTUL I

,a,b, ceR.

o o
Q@ o0

a
1. Se considera determinantul d = |c
b

a) Dezvoltand determinantul d, si se arate ci d = a® + b3 + ¢® — 3abc.

b) Utilizand proprietitile determinantilor, si se arate ci d = (a + b+ ¢)(a® + b* + ¢ — ab — bc — ca).
1

c) Si se demonstreze identitatea a® + b? + ¢ — ab — bc — ca = 3 ((a=b)2+ (b—c)® + (c—a)?).

d) Sa se rezolve ecuatia 8 + 277 + 125% = 3-30%, z € R.

1
2. iderd functia f: R — R = :
Se considera functia f = R, f(z) P
a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
1 1 1
b) Sa se calculeze ilg}r pr— <x2 1 g 1).

c) Sa se calculeze f"(z), z € R.

d) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

1
e) Sise calculeze/ f(x) de.
-1

SUBIECTUL I1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o” definita prin zoy = x + y + 5.
a) S& se arate cd Sa se arate ca (roy)oz==xo0(yoz), (V) z,y, z € R.
b) S& se determine numarul real e pentru care zoe =eoxz =z, (V) x € R.
c) Si se rezolve in R ecuatia (x + 1) o (2% + 2) = 14.
d) Sa se giseascd doud elemente a, b € Q\Z astfel incit ao b € Z.

e) S se determine cel mai mic numar natural nenul n pentru care 1o202o0...0n > 2001.

SUBIECTUL I11

T r+1

Se considerd functia f: R\{—1,-2} - R, f(z) = a7l 12

a) Sa se calculeze f'(z), x € R\{-1,—-2}.

1 1
z+1 x+2’

b) S& se verifice ca f(z) = (V) z € R\{-1, —2}.

c) Sa se determine asimptotele spre la graficul functiei f.

d) S4 se arate ca functia f este strict crescitoare pe [0, 00).
x

e) Si se calculeze lim f(t) dt.

T—0o0 0

f) Sa se calculeze nll)ngo[f(l) +f2)+...+ f(n)]

7



a)
b)
¢)
d)
5)

SUBIECTUL IV

Se considera matricele A = (é _01), B = <1 _7 ) sily = (é

Sa se verifice ca& A2 = B? = I,.

Sa se calculeze A2001,

Sa se arate ca A- B # B - A.
Sa se arate ca (V) n € N*, (A B)" # I,.

Si se calculeze A + A2 + A% 4 ...+ A2001
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Varianta 2

SUBIECTUL I

N . (1 0 (1 4N .. (1 0
1. Secon81deramatr1ce1eA<3 —1>’B(O _1) §1IQ<0 1),

a) Si se verifice ci A% = B? = I,.

b) Si se calculeze A200L.

c) Sasearateca A-B# B-A.

d) S se arate ca (A - B)?901 £ [,.

e) Si se calculeze A + A? + A3 + ...+ A200L,

2. Se considers functia f: R — R, f(z) = 23 — 3z.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

3
- 2
b) Si se calculeze lim m
eV T — V2

c) Sa se arate cd functia f are un punct de maxim local gi un punct de minim local.

d) Sa se determine punctul de inflexiune al graficului functiei f.

1
e) Sise calculeze/ f(x) dz.
—1

SUBIECTUL I1

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0” definita prin zoy =x + y + 5.
a) Sdsearatecd (xoy)oz=zo0(yoz), (V)z vy, z€R.
b) S& se determine numérul real e astfel incdt zoe=eox =z, (V) z € R.
c) S4 se giseascd doud elemente a, b € Q\Z pentru care aob € Z.
d) S4 se determine cel mai mic numér natural nenul n, pentru care 1o2o...0mn > 2001.

e) Si se determine cel mai mare numéar natural nenul n, pentru care 2022 o...02"% < 2001.

SUBIECTUL II1

Se considerd functia f : R = R, f(z) =1 — 2%
a) S4& se verifice ca f(—z) = f(x), (V) z € R.
b) S4 se calculeze f'(x), z € R.
c) S4& se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f gi axa Owx.

d) Sa se determine a € (—1,1) cu proprietatea ci dreapta & = a desparte suprafata pland cuprinsa intre graficul
functiei f si axa Ox in doua regiuni de arii egale.

e) Sa se determine b € (0,1) cu proprietatea ci dreapta y = b desparte suprafata pland cuprinsd intre graficul
functiei f si axa Ox in doua regiuni de arii egale.

SUBIECTUL IV

Se considera polinomul f = (X + 1)2° 4+ (X — 1)?° avand forma algebrica f = a20X?° + a19 X% + ... + a1 X + ao.
a) Sa se calculeze f(0).

b) Sa se determine asg, a19 si ais.
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Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.
S& se arate ca ai;; = 0.
Consideram z = a +ib, a, b € R, o radécina a polinomului f. S& se arate ca |z + 1| = |z — 1].

Sa se arate ca daca z = a + ib, a, b € R este o rddacind a polinomului f, atunci a = 0.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = X% + X3 + X2 4+ X + 1.

a) Si se arate c polinomul f divide polinomul X° — 1.

2 2 2
c) S4 se arate cd f(x) >0, (V) z € R.

d) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.

2 2
1 1 1
b) Sai se verifice c& f = (X2 + X) + (X + 1) + X2

2. Se considera functia f : [0,00) = R, f(z) = ’ T + 2 5
a) Sa i a f(zr)=2- L (V) [0, 00)
rifi = V) x € .
a se verifice cd f(x T 5 x ,00

b) Sa se calculeze f'(x), x € R.
c) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe [0, 00).

d) S4 se arate ca functia f este concava pe [0, 00).

1
e) Sase calculeze/ f(z) de.
0

SUBIECTUL I1

[t AR

> O
N———

. 1
>§1I2:<0

D> >

In multimea .#,(Zs) se considers matricele A = (

a) Sa se calculeze determinantul matricei A.

b) Si se calculeze A%

c) S4 se determine cel mai mic numéar natural nenul n pentru care A™ = Is.
d) Si se calculeze A200%,

e) Sise calculeze A + A% + A3 + ... + A200L,

SUBIECTUL III

1
Se considera functia f R — R, f(fL') = m
T T

a) Sa se verifice cd f(—z) = f(z), (V) x € R.

1 1

b) Sa tecd )= 507 ~ w2
) Sa se arate ca f(z) 224+1 z24+2

(V) z € R.

c) S& se determine asimptotele la graficul functiei f.
1
d) Sa se calculeze / f(z) dx.
0

e) Si se calculeze lim [f(V1) + f(V2) + ...+ f(v/n)].

n— oo

SUBIECTUL 1V

Fie multimea de numere reale M = {a + bv/2|a,b € Z, a> — 2b* = 1}.

a) Sa se arate ca, dacd a + bV2 = ¢+ dv/?2, cu a, b, ¢, d numere intregi, atunci a = ¢ si b = d.
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S& se arateca 1 € M.

Sa se arate ca, daca z, w € M, atunci z - w € M.
v 9 N .1
Sa se arate ca, daca z € M, atunci — € M.
z

Sa se gaseasca un element a + bv2e M cub #0.
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